Logika és szamitaselmélet

Készitette: Nagy Krisztian

Egy F = {A4, 4, ..., Ap} dllitishalmazbol és egy A allitasbol llo (F, A) par.

Egy F = {Aq, 4, ..., Ap} dllitishalmazbol és egy A allitasbol 4ll6 (F, A) par, ha létezik olyan eset, hogy az F
allitashalmazban szereplé mindegyik allitas igaz és minden ilyen esetben az A allitas is igaz.

Egy olyan kijelentés, amelynek tartalmardl eldonthetd, hogy igaz-e vagy nem. Egy allitishoz hozzarendeljik
az igazsagértékét: az [ vagy h értéket.

Egy egyszerd allitisokbodl allé Gsszetett mondat, amelynek az igazsagértéke csak az egyszerd allitasok
igazsagértékeitdl fiigg. Az Osszetett allitasok csak olyan nyelvtani 6sszekét6szavakat tartalmaznak, amelyek
logikai muveletnek feleltethet6k meg.

o [téletvaltozok (V,): X, Y, X;, ...
e Unér és binér logikai mtveleti jelek: =, A, V,D
e Elvalasztéjelek: ()

1. (alaplépés) Minden {téletvaltozo itéletlogikai formula. (primformula)
2. (rekurzids 1épés)
e Ha A itéletlogikai formula, akkor -4 is az.
e Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (4 o B) is itéletlogikai formula, ahol a " o " a hirom
binér mtvelet barmelyike.
3. Minden {téletlogikai formula az 1.,2., szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el.




1. Primformulanak nincs kézvetlen részformulaja.

2. —A kézvetlen részformulaja az A formula
3. Az (A o B) kozvetlen részformulai az A (baloldali) és a B (jobboldali).

Ha X itéletvaltozo, akkor az X és a =X formulakat literdlnak nevezzik. Az itéletvaltozo a literdl alapja. (X és

—1X azonos alapu literalok.)

Kilénbo6z6 literdlok konjunkcidja. Példaul: X AY A —Z

Kilénb6z6 literdlok diszjunkcidja. Példaul: X VY V —=Z

1. Alaplépés

o Ha A itéletvaltozé, akkor [(A) = 0
2. Rekurzios lépések

o I(HA)=1A)+1

e [(AeB)=I1(A)+I(B)+1

Logikai mtiveletek hataskére a formula részformulai kéziil az a legkisebb logikai Osszetettségd, amelyben az
adott logikai 8sszekotiel el6fordul.

Egy formula {6 logikai 6sszekétSjele az az 6sszekotdjel, amelynek a hataskore maga a formula.

I'=V, —{i,h}

(Annak régzitését, hogy mely itéletvaltozo igaz és melyik hamis igazsagértékd interpretaciénak nevezzik.)




—{ 15. Szemantikus fa }_

Egy n-valtozoés szemantikus fa egy n-szintd binaris fa, ahol a szintek a bazisbeli valtozoknak vannak

megfeleltetve. Egy X valtozé szintjén a csicsokbdl kiindulé élparokhoz X, =X cimkéket rendeliink.

X jelentése X igaz, =X jelentése X hamis az élhez tartozo interpretaciokban, igy egy n-szintli szemantikus fa

4gain az 6sszes (2™) lehetséges igazsagkiértékelés (I interpreticié) megjelenik.

—{ 16. Formula helyettesitési értéke I interpretacioban (B;(C) def. szetkezeti rekurzi6val) }—

1. Ha C formula itéletvaltozo, akkor B;(C) = I(C)
2. Ha C formula negéci6s, akkor B;(=C) = =B;(C)
3. Ha C formula (A o B) alakd, akkor B;(A e B) = B;(A) o B;(B)

17. Formula igazsagtablaja }—

Egy n- valtozés formula igazsagtablija egy olyan n + 1 oszlopbdl és 2™ + 1 sorb6l all6 tablazat, ahol a
fejlécben a bazis (a formula valtozéi régzitett sorrendben) és a formula szerepel. A sorokban a véltozok alatt
az interpretaciok (a valtozok igazsagkiértékelései), a formula alatt a formula helyettesitési értékei talalhatok.

—{ 18. Egy formula igaz/hamis halmaza. }—
1. Egy formula igazhalmaza azon [ interpretacidk halmaza, amelyekre a formula helyettesitési értéke
igaz.
2. Egy formula hamishalmaza azon [ interpretaciok halmaza, amelyekre a formula helyettesitési értéke
hamis.
—‘ 19. A @-igazsagértékelés fiiggvény definidlasa szerkezeti rekurzioval }—

1. Ha A primformula (itéletvaltozo), akkor @AY feltételt pontosan azok az I interpretacick teljesitik,
amelyekben I(A) = i, a A" feltételt pedig azok, amelyekben 1(A) = h.

2. A (p(—|A)i feltételek pontosan akkor teljestilnek, ha teljesiilnek a (pAh feltételek.

3. Ap(AAB )i teltételek pontosan akkor teljestilnek, ha teljesiilnek mind a (pAi, mind a @B i
feltételek.

4. A @(AV B)' feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha teljestilnek a A vagy a @B ! feltételek.

5. A @(A D B)! feltételek pontosan akkor teljestilnek, ha teljesiilnek a pAn vagy a @B ! feltételek.

A 2.-5. feltételek hamis valtozata értelemszertien adodnak.




20. Interpretacio kielégit egy formulat }—

Az itéletlogikaban egy I interpretacio kielégit egy B formulat (I Eqy B), ha a formula helyettesitési értéke i az

I interpretaciéban. A formulat kielégitd I interpreticiét a formula modelljének is szokas nevezni.

—‘ 21. Kielégithet3ség/Kielégithetetlenség/ Tautolégia formulakra }—

1. Egy B formula kielégithetd, ha legalabb egy interpretacio kielégiti.

2. Egy B formula kielégithetetlen, ha egyetlen interpretaci6 sem elégiti ki.

3. Egy B formula tautolégia (¢ B), ha minden interpretacié kielégiti. A tautolégiit itéletlogikai
torvénynek is nevezzik.

—‘ 22. Interpretacio kielégit egy formulahalmazt }—

Legyen F = {A1, A, ..., A, } formulahalmaz.
Az itéletlogikaban egy I interpreticio kielégit egy F formulahalmazt (I ¢ F), ha a formulahalmaz minden

formuldjanak helyettesitési értéke i az I interpretacioban.

—{ 23. Kielégithet8ség/kielégithetetlenség formulahalmazokra }—

Legyen F = {A, A, ..., A, } formulahalmaz.

1. Egy F formulahalmaz kielégithetd, ha legalabb egy interpretacié kielégiti.
2. Egy F formulahalmaz kielégithetetlen, ha barmely interpretaciéban legalabb egy formulaja h.
(Nincs olyan interpretacid, ami kielégitené.)

—‘ 24. Szemantikus kovetkezmény }—

Egy G formula szemantikus vagy tautologikus kévetkezménye az F = {Fy, F,, ..., F, } formulahalmaznak, ha
minden olyan I interpreticiora, amelyre I g {Fy, Fy, ..., F,} fennall, I =4 G is fennall.
Jel('jlés: {Fll F2, ey Fn} |:0 G

—‘ 25. Szemantikus kovetkezményhez kothetd tételek és kovetkeztetések }—

1. Haegy G formula barmely F feltételhalmaznak kévetkezménye, akkor G tautologia (Fq G)
e Tehit (F,G) akkor helyes kovetkeztetésforma, ha teljesiil, hogy F ¢ G és létezik olyan [
interpretacié, melyre I Eq F
2. Ha F-nek kévetkezménye Gy (F g Gq) és F-nek kovetkezménye G, (F o G,) valamint
{G1, G,}-nek kovetkezménye A ({G4, G,} o A), akkor F-nek kovetkezménye A (F k¢ A)




—  26. Eldéntésprobléma S

Eldéntésprobléménak nevezik a logikdban annak eldéntését, hogy egy (F, G) pér a szemantikus

kovetkezményfogalom szerint helyes gondolkodasforma-e.

—‘ 27. Eldéntésproblémahoz kapcsol6do tételek }—

1. F-nek akkor és csak akkor kévetkezménye G, haaz F U =G vagy Fy AF, A ..AF, A =G
kielégithetetlen.

2. (Dedukcios tétel) {Fy, Fy, ..., F,} Eo G akkor és csak akkor, ha
Eo o (F,o (Fiey 2 (F,26)).)

—‘ 28. Tautologikusan ekvivalens }—

e (1. valtozat)
Két vagy t6bb formula igazsagtabldja lehet azonos, ekkor azt mondjuk, hogy a formulak

tautologikusan ekvivalensek. Jelolése: ~¢

e (2. valtozat)
Az A és B formulak tautologikusan ekvivalensek, ha A Ey B és B Fq A.
Ekkor oy (A D B) A (B 2 A)

—  29. Legsziikebb kovetkezmény -

Legyen az F feltételhalmazban szerepl$ valtozok szama n. Ekkor a legsziikebb kévetkezmény az az

{i, h}™ — {i, h} leképezés, amely pontosan azokhoz az interpreticiokhoz rendel i értéket, amelyek kielégitik
az F-et.

30. Elérekovetkeztetés F

Ismert az F feltételhalmaz, és keressiik F lehetséges kovetkezményeit. Megkeressiik F legszikebb
kovetkezményét, R-t. Kévetkezmény minden olyan G formula, amelyre R D G tautoldgia, azaz R

igazhalmaza része G igazhalmazanak.

—‘ 31. Visszakovetkeztetés }—

Az F feltételhalmaz és a B kdvetkezményformula ismeretében eldontjiik, hogy B valoban kdvetkezménye-e
F-nek. Mivel F ¢ B pontosan akkor, ha az F U {=B} formulahalmaz kielégithetetlen.

Mas széval B pontosan akkor kévetkezménye F-nek, ha minden olyan interpretacidban, ahol B hamis, az F
kielégithetetlen.




—{ 32. Matematikai struktiira %

A matematikai strukttra egy (U, R, M, K) halmaznégyes, ahol

e U:nem ires halmaz, a struktira értelmezési tartomanya (amennyiben U egyfajtaju elemekbdl all)

e R:az U-n értelmezett n-valtozés (n = 1, 2, ..., k) logikai fiiggvények (alapreliciok) halmaza.

e M: az U-n értelmezett n-valtozés (n = 1, 2, ..., k) matematikai figgvények (alapmiiveletek)
halmaza.

o K:az U megjeldlt elemeinek egy (esetleg tres) részhalmaza.

A struktura szignataraja (Vq, V,, V3 egészértékd figgvényegylittes) megadja az alaprelaciok és az

alapmiiveletek aritdsat, valamint K elemszamat.

—  33. Termek (Egyfajtaju eset) S

1. (alaplépés) Minden individuumvaltozo és konstans szimbolum term.

2. (rekurziv 1épés) Ha az f € F, k-viltozés fuggvényszimbolum és tq, ty, ..., ty termek, akkor

f(ty,ty, ..., tg) is term.
3. Minden term az 1.,2. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el.

—  34. Formulik (Egyfajtaja eset) E—

1. (alaplépés) Ha a P € Pr k-valtozés predikatumszimbélum és ty, ty, ..., ty termek, akkor

P(ty,t,, ..., tg) formula (atomi formula)
2. (rekurziv 1épés)
e Ha A formula, akkor =4 is az.
e Ha A és B formulak, akkor (A o B) is formula, ahol a " o " a harom binér mtivelet
barmelyike.
3. Ha A formula, akkor VxA és 3xA is az.
4. Minden formula az 1.,2.,3. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval 4ll elG.

—  35. Termek (T6bbfajtaji eset) —_—

1. (alaplépés) Minden m € St fajtdjd individuumvaltozé és konstans szimbdlum m fajtaju term.

2. (rekurziv 1épés) Ha az f € F, (1, Ty, .., T 07 ) fajtaja faggvényszimbolum és ty, by, ..., ty, rendre
T4, T, -, T fajtaji termek, akkor f(ty,ty, ..., ty) 75 fajtaju term.
3. Minden term az 1.,2. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el6.




—  36. Formulik (T6bbfajtaju eset) S

1. (alaplépés) Haa P € Pr (my, Ty, ..., ) fajtaju predikitumszimbolum és tq, ty, ..., tj rendre
Ty, Wy, ..., T fajtaji termek, akkor P(ty, t,, ..., ty) formula (atomi formula)
2. (rekurziv 1épés)
e Ha A formula, akkor =4 is az.
o Ha A és B formulak, akkor (A o B) is formula, ahol 2 " o " a harom binér mtvelet
barmelyike.
3.  Ha A formula, akkor VxA és 3xA is az.

4. Minden formula az 1.,2.,3. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval 4ll el6.

37. Kozvetlen részterm }—

—_

Konstansnak és individuumvaltozénak nincs kzvetlen résztermje.

N

Az f(tq,ty, ..., ty) term kozvetlen résztermiei a tq, ty, ..., tj termek.

—‘ 38. Kozvetlen részformula }—

1. Egy atomi formulanak nincs kézvetlen részformulaja.
2. —A kézvetlen részformulaja az A formula.
3. Az (A o B) kézvetlen részformulai az A (baloldali) és a B (jobboldali) formulk.
4. A QxA (Q € {V,3}) kozvetlen részformuldja az A formula.
—‘ 39. Figgvény, relacio, miivelet }—

Legyenek D és R (nemfeltétlendl kiil6nb6z8) halmazok. Fiiggvénynek neveziink egy D — R leképezést. D a

leképezés értelmezési tartomanya, R az értékkészlete.

Legyen U egy tetsz8leges (individuum)halmaz. Ha R = {i, h}, akkor a fiiggvény logikai fiiggvény, més néven
relacié. Ha D = R™, akkor a fiiggvény matematikai fiiggvény, mas néven mivelet.

—‘ 40. Term szerkezeti faja }—

Egy t term szerkezeti faja egy olyan véges fa, melyre teljestil, hogy

e agybkeréhez a t term van rendelve,
e ha valamelyik csicsihoz egy t’ term van rendelve, akkor az adott cstcs gyerekeihez a t' term
kozvetlen résztermjei vannak rendelve,

e leveleihez individuumvaltozok vagy konstansok vannak rendelve.




—{ 41. Formula szerkezeti faja

Egy F formula szerkezeti faja egy olyan véges fa, melyre teljestl, hogy

e agyokeréhez az F formula van rendelve,

e ha valamelyik csicsihoz egy F' formula van rendelve, akkor az adott csdcs gyerekeihez az F’
formula kozvetlen részformulai vannak rendelve,

e leveleihez atomi formulak vannak rendelve.

—‘ 42. Egy A formula logikai 6sszetettsége

Ha A atomi formula, akkor [(A) = 0
I(mA) =14 +1
l[(AeB)=1(A)+I(B)+1
I(QxA) =14A)+1

Sl S

43. Formulaban egy x valtoz6 egy el6fordulasa

e szabad, ha nem esik x-re vonatkoz6 kvantor hatdskorébe

o kotott, ha x-re vonatkozo kvantor hatdskorébe esik

44. Egy x valtozo6 egy formulaban

o  kotott valtozo, ha x minden el6fordulasa kotott
e szabad valtozo, ha X minden el6fordulasa szabad

e vegyes valtozo, ha x-nek van szabad és kotott eléfordulasa is

—‘ 45. Formula zartsaga

Egy formula

e  zart, ha minden valtozdja kotott.
e nyitott, ha legalabb egy individuumvaltozénak van legalabb egy szabad el6fordulasa.

e kvantormentes, ha nem tartalmaz kvantort.

—  46. Alapkifejezés

}_

Alapkifejezés a viltozot nem tartalmazé L kifejezés (alapformula, alapterm). Ezeket alappéldanyoknak is

nevezik. Az atomi formuldk alappéldanyait két csoportba soroljuk:

1. Egy atomi formula alapatom, ha argumentumai konstans szimbélumok vagy egy megadott
univerzum elemei (Péld4ul: P(c))

2. Egy atomi formulat az atomi formula alappéldanyanak nevezziik, ha argumentumai alaptermek

(Példaul: Q(f(a, b), a))




—  47. Elsérendii logikai nyelv interpretacioja —

Egy elsérend logikai nyelv L[V,] interpretacitja egy, az L nyelvvel azonos szignataraja (U, R, M, K')
matematikai struktira.

Az I interpretacié mikodése: I = (Isype, Ipy, Ipn, Ionse) figgvénynégyes, ahol:

o [g:m— Up, ahol ha St egyértelmd, akkor az interpretacié U univerzuma egyfajtdju elemekbdl all
e Ip.: P+ Pl ahol P! astruktira R halmazanak egy eleme
o Ipn: f— f1 ahol f1 astruktira M halmazanak egy eleme
o ¢ — ¢l ahol ¢! a struktira K halmazanak egy eleme

—{ 48. Valtozokiértékelés F

Egy k: V — U leképezés, ahol V a nyelv véltozoéinak halmaza, U pedig az interpreticié univerzuma.

—{ 49. Valtozokiértékelés vatidnsa F

Legyen x egy valtozé. A k™ valtozokiértékelés a K valtozokiértékelés x varidnsa, ha k*(y) = k() minden
x-t6l kiilonbo6zE y valtozé esetén.

—‘ 50. Termek szemantikaja }—

1. Ha c konstansszimbolum, |c|"* az U-beli ¢! elem

2. Ha x individuumvéltozé, |x|"* a k(x) € U elem (ahol k egy véltozokiértékelés)
3. f (b tos e, t DI = FI(UES, (6215, o [E4]75))

—  51. Formulak szemantikaja —

L |P(ty, ty, o\t =i, ha (|75, |57, ..., |6]"%) € P!, ahol P! jelsli a P relaci6 igazhalmazt.
2. |=A|E = S|A)l*
|A/\B|I’K — |A|I,K A |B|1,K’
IA VBlI,K — |A|I,K V] |B|1,K’
IA =) Bl],;c — IAlI,K =) |B|I,K
3. |vxA|l*
|3xA|" =i, ha |A|"®" = i K legalabb egy K* x varidnsira

i, ha |A|" =ik minden k* x variansira




52. I,k E A }_

Az L egy I interpreticidja adott k valtozokiértékelés mellett kielégit egy elsérendd A formulat (I, k = A), ha

a formula |A|"* értéke i. Ha az A formula mondat (zart formula) és I E A, akkor azt mondjuk, hogy az I
altal megadott S struktura elégiti ki A-t, igy S E A. Mas széval § modellje A-nak.

5.1 F F

Ha L egy I interpretacidjara az F = {Fy, F,, ..., F,} zart formulahalmazban |Fy |! értéke i, minden
1 < k < n értékre, akkor [ kielégiti F-et. Jelolés: [ & F

54. Kielégitheté formula [

Azt mondjuk, hogy egy G formula kielégithetd, ha L-hez van legalabb egy I interpretacié és k
valtozokiértékelés, hogy I,k E G

—  55. Kielégithets formulahalmaz S

Azt mondjuk, hogy egy F zéart formulahalmaz kielégithetd, ha L-nek legalabb egy I interpretcidja kielégiti,
azazl E F

—‘ 56. Logikailag igaz }—

Azt mondjuk, hogy egy G formula logikailag igaz (logikai t6rvény), ha G igaz minden lehetséges [

interpretaciéra és minden k valtozokiértékelésre. Ez azt jelenti, hogy G igaz minden lehetséges interpretald
struktaraban. Jelolés: E G

—‘ 57. Tautologia }_

Azt mondjuk, hogy egy G formula tautolégia, ha G értéktabldjaban a primkomponensekhez rendelhetd

Osszes lehetséges igazsagérték hozzarendelés esetén a formula helyettesitési értéke i.

—‘ 58. Kielégithetetlenség }_

Azt mondjuk, hogy G formula illetve F formulahalmaz kielégithetetlen, ha L-hez nincs olyan [ interpreticid,

hogy I E G illetve, hogy I & F. Mas széval egy G formula kielégithetetlen, ha minden interpreticiéban a G
értéktablajanak minden soraban G helyettesitési értéke h. Az F formulahalmaz kielégithetetlen, ha az F
ko6z6s értéktablajaban minden sorban van legaldbb egy eleme F-nek, amelynek a helyettesitési értéke h.
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—{ 59. Logikai vagy szemantikus kévetkezmény }—

Azt mondjuk, hogy a G formula logikai (szemantikus) kévetkezménye az F formulahalmaznak, ha minden

olyan I interpreticiéra, amelyre I £ F teljestil, az I E G is fennall.

Mas széval F E G teljesiil, ha minden interpretald struktdraban, az F, G k6z6s értéktablajaban minden olyan
sotban, ahol az F elemeinek helyettesitési értéke igaz, a G helyettesitési értéke is igaz.

Jelolés: F E G vagy {F,,F,,..,E,} G

—‘ 60. Szemantikus kovetkezményhez kothetd tételek és fogalmak }—

e (Logikailag igaz) Ha egy G formula barmely F feltételhalmaznak kévetkezménye, akkor G logikailag
igaz.
e  F-nek szemantikus kévetkezménye G, akkor és csak akkor, ha az F U {—G} kielégithetetlen.

e Ha F-nek kévetkezménye G; és F-nek kévetkezménye G, valamint

{G,, G;}-nek kévetkezménye A, akkor F-nek kévetkezménye A

—  61. Legsziikebb kovetkezmény —

Ha minden iterpretal6 struktiraban, a G a k6z6s értéktablanak pontosan azokban a soraiban igaz, ahol

Fi, F,, ..., F, mindegyike igaz, akkor G a legszikebb kévetkezménye F-nek.

—{ 62. Ekvivalencia }—

Az A és B elsérendi formulak logikailag ekvivalensek, ha {A} E B és {B} E A

—{ 63. Ha G tautolégia, akkor G logikailag igaz }—

G els6rendd formula. Ha ¢ G, akkor = G.

Bizonyitas

Ha E( G, akkor G igaz a primkomponenseinek minden igazsagkiértékelésére. Tekintstik a G egy [
interpretaciéjat, az individuumvaltozdk egy k kiértékelése mellett. Ekkor a primkomponensek igazsagértéke
kiszamolhaté és barmi is lesz a konkrét értékiik, ezutin a G helyettesitési értéke i lesz (mivel a
primkomponenseinek minden igazsagkiértékelésére igaz).

— 64.HaF ko G,akkor F k= G —_—

Bizonyitas

Az F primkomponenseinek minden, az F-et kielégits I interpreticidjara (I o F) I kielégiti G-t is. Ha az [
interpretacié kielégiti F-et, akkor kielégiti G-t is, mivel az egyidejileg a primkomponensekre vonatkozé
igazsagkiértékelés is.
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Ha A és B tautologikusan ekvivalens (A ~g B), akkor A és B logikailag ekvivalens (A ~ B).

e {F,,F,, .., E} E G akkor és csak akkor, ha {F;,F,, ..., F_1} EF, 2 G
o {F,F,, ..,F} E G akkor és csak akkor, ha = F; D (F D+ (Fpy 2 (F, 2 G)) ...)

Egy primformula (itéletvaltozd) vagy annak negaltja. A literal alapja a benne szereplé primformula. A literalt
egységkonjunkcionak vagy egységdiszjunkcidénak (egységkléz) is nevezhetiink.

Egységkonjunkcidk/diszjunkciok, illetve kilonbozo alapu literalok konjunkcidja/diszjunkcidja. Az elemi
diszjunkciét kloznak is nevezzik.

Egy elemi konjunkci6/diszjunkcié teljes egy adott n valtozés logikai miveletre nézve, ha mind az n
itéletvaltozé alapja valamelyik benne szerepld literalnak.

A KNF elemi diszjunkciok (kl6zok) konjunkciéja. KIKNF, ha teljes elemi diszjunkciok konjunkcidja.

A DNF elemi konjunkcidk diszjunkciéja. KDNF, ha teljes elemi konjunkcidk diszjunkcidja.

1. (Xvd)A(=XVd)=d,ahold elemi diszjunkcio
2. (XAk)V (=X Ak) =k, ahol k elemi konjunkcié
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Egy kl6z illesztése a szemantikus fara az olyan agak kivalasztasa, amelyeken a kl6z minden literalja negalva
szerepel. BEzekben az interpretacidkban ez a kléz hamis.

Cafolé csiucsnak nevezziik a szemantikus fa azon csucsat, amelyiket elérve egy kléz (amely azt megel6z6en
még nem volt hamis) hamissa valik.

Levezet6 cstcsnak nevezzitk a szemantikus fa azon cstcsat, amelyiket kbveté mindkét cstics cafold csucs.

A szemantikus fa egy 4ga zart, ha cafol6 csicsban végzSdik. A szemantikus fa zart, ha minden 4ga zart.

Ha egy S véges klézhalmaz szemantikus faja zart, akkor S kielégithetetlen.

Legyenek Cy, C, olyan klézok, amelyek pontosan egy komplemens literalpart tartalmaznak: C; = C;' V Ly és
C, = CyV Ly és Ly = —1L,. Bkkor létezik a rezolvensiik: a res(Cy, C;) = C kléz,ami C = C;' V C,'

{Cy, C,} g C. A rezolvensképzés a rezolticios kalkulus levezetési szabalya (helyes kovetkeztetésforma)

Egy S klézhalmazbdl val6 rezoltciés levezetés egy olyan véges kq, ky, ..., Ky (m = 1) klézsorozat, ahol
minden j = 1,2, ..., m-re

1. vagyk; €S
2. vagyvanolyan 1 < 's,t < j, hogy k; a (kg, k) klézpir rezolvense.

A levezetés célja az Ures kléz levezetése (ez a megallasi feltétel).
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1. Lemma: Legyen S tetszbleges klézhalmaz és kq, ko, ..., ky, klézsorozat rezolucids levezetés S-bol.
Ekkor minden kj, Jj = 1,2, ...,n-re szemantikus kévetkezménye S-nek.

2. Tétel: Legyen S tetszbleges klézhalmaz. Ha S-bél levezethetd az tres kloz, akkor S kielégithetetlen.

Tétel: Ha az S véges klozhalmaz kielégithetetlen, akkor S-bdl levezethetS az tres kloz.

Bizonyitas: Tetsz6leges zart szemantikus fa esetén el6allitunk egy rezoltcios cafolatot.

Egy rezolucios levezetés szerkezetét mutatja. Olyan graf, amelynek csucsaiban klozok vannak. Két csticsbol
akkor vezet él egy harmadik csticsba, ha abban a két csticsban 1év6 klozok rezolvense talalhato.

Egy S kl6zhalmazbdl egy olyan k4, 1y, ky, U3, ..., Kiy—1, Ln—1, ki kl6zsorozat, ahol k4,1 € S és minden

i =23,..,mesetbenak;ak; q,l;_q rezolvense, ahol l;_; € §, vagy egy kordbban megkapott centralis
kl6z (rezolvense valamely kg, I (s < i)-nek ).

Egy S klézhalmazbol egy olyan kq, Uy, ko, Uy, ..., ki1, Ln—1, ki kl6zsorozat, ahol kq,l; € S és minden
i=23,...,m—1ecsetbenl; €S,ak; pedigak;_1,l;_1 rezolvense

Rezolvens csak akkor képezhet6, ha legalabb az egyik kloz egységkléz.

Egy kl6zt Horn kl6znak neveziink, ha legfeljebb egy literalja nem negalt.

Horn logika az 6sszes, csak Horn klézokat tartalmazé KINF alakd formulak halmaza.




A linearis input és az egységrezolicios stratégia teljes a Horn logikaban.

1. Haaz O levezethet§ linearis input rezoluciéval egy K klézhalmazbdl, akkor K-ban van legaldbb egy
egységkloz.
Bizonyitas
Az Ot az utolsé 1épésben csak egy klézhalmazbeli egységkloz felhasznalasaval kaphatjuk meg.

2. Kielégithetetlen Horn klézhalmazban van legalabb egy egységkloz.

Legyen Q tetszbleges kvantor, a QX1 Q2% ... @n X, B formula. Q1x1 QX5 ... Qnxy, a prefixum, B,
kvantormentes formula a formula magja, t6rzse.

Skolem formula a VX1 Vx, ... Vx, A formula, ahol a prefixumban csak univerzilis kvantorok szerepelnek. Ez
eldénthetd formulaosztaly elsérendben.

Olyan zart Skolem formula, aminek a magja az elsérendd nyelv literaljainak (azaz atomi formuldinak vagy

annak negaltjainak) diszjunkciéja. Példaul: VxVy (P ) v-Q(x,f (y)))

1. Ha egy formula azonosan igaz |U| = n szamossigon, akkor ennél kisebb szamossagon is azonosan
igaz.

2. Ha egy formula kielégitheté |U| = n szimossagon, akkor ennél nagyobb szamossigon is
kielégithetd.

Ha egy formula kielégithet6 egyaltalan, akkor kielégithetS legfeljebb megszamlalhatéan végtelen U-n.




—{ 96. Herbrand-bazis }—

Legyen S egy els6rendi klézhalmaz és H a klézhalmazhoz tartozé Herbrand-univerzum. A H Herbrand-

univerzum feletti alapatomok egy rogzitett sorrendjét Herbrand-bazisnak nevezziik.

—‘ 97. Herbrand-interpretacio }—

Legyen az S klozhalmaz leité nyelve (Pr, Fn, Cnst), Herbrand-univerzuma pedig H. Herbrand-

interpretacidinak nevezzik és Iy-vel jeloljiik a nyelv azon interpretaciéit, melyek univerzuma éppen H, és

¢ minden ¢ € Cnst konstansszimbélumhoz a ¢ € H univerzumelemet (6nmagat) rendeli, és

e minden k aritist f € Fn figgvényszimbolumhoz hozzarendeli azt az f1H: H¥ — H mivelet,
amelyikre minden Ry, hy, ..., by € H esetén f'H (hy, Ry, ..., hy) = f(hy, hy, .o, hy).

—‘ 98. Kielégithetetlenség }_

e Hoy elsérendd klézhalmaz akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha a Herbrand-univerzuma feletti
egyetlen Herbrand-interpretacié sem elégiti ki. Nincs Herbrand-modellje.

e Egy S elsérendd kl6zhalmaz kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha § barmely szemantikus fajahoz
van véges zart szemantikus faja.
e Foy S els6rendi klozhalmaz kielégithetetlen akkor és csak akkor, ha S kl6zai alapeléfordulasainak

van véges kielégithetetlen S’ részhalmaza.
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1. Kiszamitasi problémanak }—

Kiszamitasi problémanak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalmazott kérdést, amire egy
algoritmussal szeretnénk megadni a valaszt.

— 2. Kiszamithato figgvény -

Egy P kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy fp : A — B fuggvénnyel. Az A halmaz tartalmazza a

probléma egyes bemeneteit, jellemzéen egy megfelel6 abébé feletti szavakkal kédolva, mig B halmaz
tartalmazza a bemenetekre adott valaszokat, szintén valamilyen alkalmas dbécé feletti szavakkal kédolva.

Egy f: A — B filiggvényt kiszamithatonak nevezziik, ha minden x € A elemre az f(x) € B érték
kiszamithaté valamilyen algoritmus modellel. Azt mondjuk, hogy egy P probléma megoldhatd, ha fp
kiszamithato.

— 3. Eldéntés probléma —

Egy specialis kiszamitasi probléma az eldontés probléma, ahol az fp értékkészlete egy két elemd halmaz:
{igen,nem}, {1,0}. A megoldhaté eldéntési problémakat eldonthetd probléméknak nevezziik.

— 4. SAT probléma -

Az egyik legismertebb eldontési probléma az ugynevezett SAT probléma, amit a kovetkez6képpen

definidlunk. Adott egy ¢ itéletkalkulusbeli konjunktiv normalforma. A kérdés az, hogy kielégithet6-¢ ¢.

A SAT probléma elddnthetd, hiszen kénnyen adhaté olyan algoritmus, ami eldonti azt, hogy egy ¢ formula
kielégitheté-e. Ez az algoritmus nem csinal mast, mint a @-ben szerepld valtozoknak logikai értéket ad az
Osszes lehetséges médon, majd rendre kiértékeli a formulat.

Formalisan: SAT = {(@)| ¢ kielégithetd zérusrendti KNF}

—‘ 5. Turing-gép }—

A Turing-gép olyan M = (Q,%,T, 68, qo, q;, @) rendszer, ahol

e () az allapotok véges, nem tres halmaza,

®*  (o,9iqn € Q, qo 2 kezdb-, q; az elfogadd és gy, az elutasité allapot,

e XY ¢ésT rendre a bemend jelek és a szalagszimbolumok abécéje, ugy hogy X € T' és I' — X tartalmaz
egy specialis LI szimbdlumot,

8:(Q —{q:,qn}) XT — Q X T x {L, R, S} az 4tmenet fiiggvény
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—{ 6. Konfiguracio }—

Egy M Turing-gép miikodésének fazisait konfigurdcidkkal irhatjuk le. Az M konfiguricidja egy olyan uqv

sz6, ahol q € Q ésu, v € I'" ugy, hogy v # €. Ez a konfiguracié az M azon éllapotat tikrozi, amikor a
szalag tartalma uv (Uv elétt és utin a szalagon mar csak Ll van) a gép a q allapotban van, és az {r6-olvasoé fej

a U elsé betdjére mutat.

—‘ 7. Kezdékonfiguracio }—

Az M Turing-gép kezdSkonfiguricidja egy olyan qou L sz6, ahol U csak X-beli betiiket tartalmaz.

—{ 8. Megallasi konfiguracio6 }—

Az M Turing-gép uqv konfiguriciéja megallasi konfiguracio, ha q € {q;, q,}. Tovabba q = q; esetében

elfogadd, mig @ = g, esetében elutasité konfiguraciordl beszélink.

—{ 9. Turing-gép konfiguracio-atmenete }—

Az M Turing-gép 6sszes konfiguracidinak halmazat jeldljik Cpy-el.

Az M konfiguricié-atmenete egy olyan FE Cyy X Cy relacid, amit a kovetkezSképpen definidlunk.
Legyen ugqav egy konfiguracio, ahol a € I' és u, v € I'*. A kovetkezS harom esetet kiilonboztetjiik meg:

1. Had(q,a) = (r,b,S), akkor uqav + urbv
2. Haé(q,a) = (r,b,R), akkor uqav + ubrv'  ahol ha v # ¢, akkor v' = v, kiillénben v’ =L
3. Had(q,a) = (r,b, L), akkor uqav + u'rcbv, ahol hau # ¢, akkoru’'c =u (u' €T*,c €T),

kiillénben u’ = & valamint ¢ =U

10. Turing-gép altal felismert nyelv —

Az M Turing-gép éltal felismert nyelv azoknak az u € X*szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy
qou UF" xq;y valamely x,y € I'*,y # € szavakra. Jel6lése: L(M)

—{ 11. Turing-felismerhetd és eldonthetd nyelv }—

Egy L € X" nyelv Turing-felismerhets, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. Tovabba egy L € £* nyelv
eldénthetd, ha létezik olyan M Turing-gép, ami felismeri L-et és minden bemeneten megallasi konfiguraciéba
jut. A Turing-felismerhet$ nyelveket szokas rekurzivan felsorolhaténak, az eldontheté nyelveket pedig
rekurzivnak is nevezni. Az sszes Turing-felismerhetd nyelv osztalyat RE-vel, az 6sszes rekurziv nyelvét
pedig R-rel fogjuk jelélni. Trivialis Osszefiiggés: RE RE
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— 12. Turing-gép idGigénye S

Tekintsiink egy M = (Q,%,T, 6, qo, q;, qn) Turing-gépet és annak egy u € L* bemend szavit. Azt mondjuk,

hogy M id&igénye az u szon n (n € N), ha M a qou U kezdSkonfiguraciobdl n 1épésben egy megallasi
konfiguracioba jut.

Legyen f:N — N egy fligevény. Azt mondjuk, hogy M iddigénye f(n) (vagy azt, hogy M egy f(n)
idékotlatos gép), ha minden u € Z* input sz6ra, M id6igénye az u szon legfeliebb f(1(w)).

—‘ 13. Turing-gép idGigényének nagysagrendje }—

Legtobbszor csak arra vagyunk kivancsiak, hogy mi az altalunk vizsgalt Turing-gép id6igényének

nagysagrendje (azaz vajon linedris, négyzetes, polinomialis vagy exponencialis-¢). Erre hasznaljuk a j6l ismert
0O jelolést. Legyen f és g két N-bél a nem negativ valés szamok halmazéba képzé fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy az f legfeljebb olyan gyorsan né, minta g (Jele: f(n) = O(g (n))), ha a kovetkezé telestl:

Vannak olyan ng € N és ¢ pozitiv valés szimok, hogy minden n > ng esetén f(n) < c- g(n).

—‘ 14. Tobbszalagos Turing-gép }_

Legyen k = 1. A k-szalagos Turing-gép olyan M = (Q, %, T, 8, qo, q;, @) rendszer, ahol a komponensek a

6 kivételével megegyeznek az egyszalagos Turing-gép komponenseivel, § pedig a kovetkezSképpen adddik:
8:(Q —{qi, qn}) X T¥ — @ x T* x {L, R, S}*.

Legyenek q,p € Q,aq, ...ay, by, ..., by €T és Dy, ...,Dy, € {L,R,S}.
Ha 6(q, a4, ...ax) = (p, by, ..., by, D1, ..., Dy), akkor a gép a q allapotbdl, ha a szalagjain rendre @y, ... ay
bettiket olvassa, it tud menni a p allapotba, mikozben az a,, ... ay betliket atitja by, ..., by, betlikre és a

szalagon a fejeket a Dy, ..., Dy, iranyokba mozgatja.
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—‘ 15. Eltér6 szalagos Turing-gépek ekvivalenciaja }—

Minden k-szalagos M Turing-géphez van vele ekvivalens egyszalagos M' Turing-gép.

Bizonyitas:

Szemléltetés:

"
!
T

[ Tul#lalalelbl#]blalalclal#[0]o[a]1]#]]

Legyen M k-szalagos Turing-gép. Ha k = 1, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel tehit, hogy k = 2.
Megadunk egy M’ egyszalagos Turing-gépet, ami képes szimuldlni M miikédését.

M’ egy szalagon, egymds utin tirolja az M szalagjainak tartalmat. A kiilonboz6 szalagokat # jellel valasztja el
egymastol. Azt, hogy M szalagjain a fejek mely szimbélumokra mutatnak, M’ dgy tartja szamon, hogy a

kérdéses szimbélumokat megjeloli ™ jellel.
A szimulacié 1épései a kévetkezbk. Legyen w = a4 ... a, az M bemend szava.

1. M’ el6szor eléallitja a szalagjian M kezdSkonfiguracijat, ami igy néz ki #@,ay ...a, # O # 0 ... #.

2. M egy lépésének szimuldlasihoz M végigolvassa a szalagjat az elsé #-t6l kezdve az utolsé (azaz a
k + 1-ik) #-ig. Ekozben az dllapotaban eltirolja a ™ jellel megjelolt szimbolumok ™~ nélkuli valtoztait.

3. M’ ezutin az allapotaban eltirolt adatok és M atmenetfiiggvénye alapjan végrehajtja a sajatszalagjan
azokat a modositasokat, melyeket M végez a szalagjain.

4. Ha M valamelyik szalagjan az utolsé nem U szimbélum olvasisa utin jobbra lép, akkor M’ a
megfelels #-t6l kezdve jobbra mozgatja egy poziciéval a szalagjanak tartalmat és a felszabadult
helyre beszar egy O szimbolumot. Hasonléan jar el M', ha M a legelsé nem Ll olvasasa utan balra
lép.

5. Ha M valamilyen (elfogadé vagy elutasitd) megallsi konfiguracioba kertil, akkor M' is a megfelels
megallsi konfiguracioba 1ép. Egyébként M folytatja M 1épéseinek szimuldlasat a 2. ponttal.

Lathato, hogy M’ pontosan akkor 1ép elfogadé allapotba, amikor M, tehat L(M) = L(M"), vagyis a két
Turing-gép ekvivalens.
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—{ 16. Turing-gép egy iranyban végtelen szalaggal }—

Minden tobbiranyu Turing-géphez megadhaté vele ekvivalens egyiranyd Turing-gép.

Bizonyitas (vazlat)

Elészér szimuldljuk M-et egy olyan M Turing-géppel, ami két darab egy iranyban végtelen szalaggal
rendelkezik:

e Az elsé szalagjan szimulalja M-et akkor, amikor az a fej kezdépozicidjan vagy attdl jobbra dolgouik,
e A miasodik szalagjan pedig akkor, amikor az M a fej kezd6pozicijatdl balra dolgozik (ezen a
szalagon az ettdl a poziciétdl balra levé szo tikorképe van)

BEzutan szimulaljuk M'-t egy egy irAnyban végtelen szalagos Turing-géppel (az eltéré szalagos Turing-gépek
ckvivalencidja [15.] tételben latott bizonyitishoz hasonléan.)

—‘ 17. Nemdeterminisztikus Turing-gép }_

A nemdeterminisztikus Turing-gép olyan M = (Q,%,T, 8, qo, qi, @) rendszet, ahol

e () az allapotok véges, nem iires halmaza,

®  (o,9iqn € Q, qo 2 kezdb-, q; az elfogadd és g, az elutasité allapot,

e X ésT rendre a bemend jelek és a szalagszimbdlumok abécéje, ugy hogy £ € T' és ' — X tartalmaz
egy specialis LI szimbélumot,

o 6:(Q—-1{qi,q:}) XT — P(Q X T X {L,R,S}) az atmenet fiiggvény.

(A Turing-gép atmeneti fiiggvényét modosithatjuk ugy, hogy a figgvény értéke nem egy konkrét allapot-
szalagszimbolum-irany harmas, hanem ezek egy véges halmaza. )

—{ 18. Nemdeterminisztikus Turing-gép konfiguracié-atmenete }—

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép minden konfiguraciéjabol néhany (esetleg nulla) killénb6z6
konfiguraciéba mehet 4t. Az M konfiguracidja a determinisztikus esettel [6.] megeggyezben definialhato.

A konfiguraciéatmenet pedig a determinisztikus eset [9.] értelemszer( kiterjesztése. Legyen példaul ugav egy
konfiguracié, ahol a € T' és u, v € I'*. Ekkor példaul uqgav + urbv, ha (r,b,S) € 6(q,a)

— 19, Szémitési fa S

Az M szamitasi sorozatai egy U szon legegyszeribben egy faval reprezentalhatdk. A fa csicsa M

kezdSkonfiguracidja, a szogpontjai pedig M konfiguraciéi. A fa minden levele megfelel M azon szamitasi
sorozatanak az U-n, mely a gy6kértSl az adott levélig vezetS tton eléforduld konfiguracidkat tartalmazza. M
akkor fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele elfogadé konfiguracid. Az {gy definialt fat nevezzik az M
nemdeterminisztikus szamitasi fajanak az u-n.
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20. Nemdeterminisztikus Turing-gép eldont egy nyelvet }—

Az M nemdeterminisztikus Turing-gép eldonti az L € X* nyelvet, ha felismeri és minden u € ¥ széra az M
szamitasi faja véges és minden levele elfogadd vagy elutasit6é konfiguracio.

21. Nemdeterminisztikus Turing-gép idéigénye }—

Az M nemdeterminisztikus Turing-gép f(n) idSigény(, ha minden u S £* n hosszt széra a szamitasi fa
legfeljebb f(n) magas.

—{ 22. Nemdeterminisztikus Turing-gép megfeleltetése determinisztikus Turing-géppel }—

Minden M = (Q,Z%,T, 5, o, qi, n) f(n) idejd nemdeterminisztikus Turing-géphez megadhaté egy

ekvivalens, 20(r(m) idejd M (determinisztikus) Turing-gép.
Bizonyitas

Legyen M nemdeterminisztikus Turing-gép. Megadunk egy M' hdromszalagos, determinisztikus Turing-
gépet, ami ekvivalens M-el. Azt mar korabban lattuk, hogy M'-héz megadhaté egy ekvivalens egyszalagos
Turing-gép [15.].

M’ els6 szalagja tartalmazza az u bemend sz6t. A masodik szalagon térténik az M szamitasi sorozatainak a
szimuldcidja. Ez a szalag tartalmazza M egy konkrét szamitdsi sorozatinak a 1épésenkénti eredményét. A
harmadik szalagon 1év6 sz6 alapjan szimulalja M’ az M szamitasi sorozatait, egyesével véve sorra azokat. A
szalagon a fej pozicidja mutatja azt, hogy hanyadik 1épését szimulalja éppen M’ az M szamitasi sorozatanak.
A harmadik szalagon tulajdonképpen az u-t elfogad6 konfiguraciok egy szélességi keresése torténik a
nemdeterminisztikus szamitasi faban.

Legyen d az M atmenetfuggvénye altal megadott halmazok kozil a legnagyobb elemsziamunak a szimossaga.
Tegytik fel tovabba, hogy az atmenetfiigevény altal megadott halmazokban az elemeknek van egy régzitett
sorrendje. Vilagos, hogy az U szamitasi fajanak minden szégpontjahoz egyértelmien hozzarendelhetd egy

X = {1, ..., d} feletti sz6. Nevezetesen az, amelyik megmutatja, hogy a kezd6kunfiguraciébol az
atmenetfiiggvény nemdeterminisztikus lehetéségei k6zil mely valasztasokkal juthatunk el az adott
szogpontban 1évé konfiguraciékhoz.

Maga a szimulaci6 a kévetkez6képpen torténik:

1. Kezdetben az 1-es szalag tartalmazza az u bemend szot,
a 2-es és 3-as szalagok tresek.
2. M’ 4tmasolja az elsé szalag tartalmat a 2. szalagra
3. M’ szimuldlja a masodik szalagon M egy szamitasi sorozatat. Az hogy melyiket kell szimulilnia a 3-ik
szalagjan 1évé szo6tol fiigg. M a szimulicié minden 1épése el6tt megnézi a 3-ik szalagjan 1év6 sz6
kezdGbetljét és e betd szerint valaszt M atmenetfiigevényének a lehetSségei kozil. ha nincs
megfelels sorszamu valasztasi lehetGség, vagy a 3-ik szalagon mar nincs tobb betd, akkor a
szimulaci6 véget ért és a 4. 1épésre ugrunk, Végiil, ha M" azt 1itja, hogy M elfogadé konfiguracioba
keriil, akkor M is elfogadé allapotba 1ép és megall.
4. M’ kicseréli a 3-ik szalagjan levé szot az azt lexikografikusan kévetd szora, a fejet a sz6 elejére allitja
és a 2-ik pontra ugorva Gjrakezdi M miikédésének szimulalasat.
Lathat6, hogy M’ pontosan akkor keriil elfogadé konfiguraciéba egy szon, ha M-nek van ezen a szén
elfogad6 konfigurcidba vezets szamitasi sorozata. Kévetkezik tehat, hogy M és M' ekvivalensek.
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23. R és RE kapcsolata }—

RE = {L|L Turing felismerhet6}, R = {L|L eldonthet8} Kapcsolatuk: R € RE

—  24. Univerzalis nyelv (Eldénthetetlen problémilk rész) —

Azon (M, w) parok halmazat (egy megfelel$ binaris sz6val kddolva), ahol M egy {0,1} bemend abécé feletti
Turing-gép, W pedig egy {0,1}-feletti sz6, ugy hogy w € L(M), azaz M elfogadja w-t univerzalis nyelvnek
nevezziik és L,,-val jeloljiik. Tehat L, = {{M, w)| w € L(M)}, ahol (M, w) jelélés a kés6bb megadasra
keriil§ binaris kodolast jelenti.

—{ 25. Diagonalis nyelv }—

Azt a nyelvet, mely azon {0,1}-feletti Turing-gépek bindtis kodjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el

6nmaguk kédjat mint bemend szét diagondlis nyelvnek nevezzik és Liyg-val jeloljuk.

Line = ((MYM) & L(M)} = {w;| i = 1, w; & L(M,) }

Megjegyzés: Az Ly 4 egy olyan nyelv, ami nem rekurziv, s6t nem is rekurzivan felsorolhato.

—{ 26. Turing-gépek kodolasa (azaz (M, w) és (M) definicioja) }—

Legyen M = (Q,{0,1}, T, 68, qo, qi, qn) és tegyiik fel, hogy

* Q={py, ., i} valamely k = 3-ra tgy, hogy p1 = qo,Pk-1 = qi és Pk = 4
o TI'={Xy, .., X;n} valamely m > 3-ra ugy, hogy X; = 0,X, =1 és X3 =U
o A fej iranyait Dq-gyel és D,-vel jel6ljik

M egy 5(pi, Xj) = (py, X,, D;) atmenete egyértelmien elkodolhaté a 0910710710510°¢ széval.

(M) := (61)11(5,)11 ... 11(5;), ahol &y, ..., 8; az M Ssszes dtmenete
(M,w) = (M)111w

(Részletesebben Szamelmélet jegyzet 41. oldal 2.4.1. alfejezet)

Megjegyzés: A {0,1}* elemei felsorolhatéak: {¢,0,1,00,01,10,11,000, ... 111, ... }
Jelélések: Minden i@ = 1-re, w; jeléli a {0,1}" halmaz i-ik elemét. M; jel6li a w; 4ltal kédolt Turing-gépet
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—{ 27. A Diagonalis nyelv nem Turing-felismerhet§ (nem rekurzivan felsorolhatd) }—

Tétel: Létlé & RE
Bizonyitas

Tekintstk azt a T tablazatot, melynek oszlopai rendre a Wy, Wy, ... szavakkal, a soti pedig az My, My, ...
Turing-gépekkel vannak cimkézve (tehat T egy végtelen kétdimenzidés matrix). A T elemei 0 és 1 lehetnek az
alabbiak szerint. Minden i, j = 1-re T (i, j) értéke pontosan akkor 1, ha w; € L(M;).

Ebben a tiblazatban példaul a masodik sor masodik eleme 1, Wi W W3 Wy
ami azt jelenti, hogy M, elfogadja a w; szt (ez persze a
valésagban nem igaz, hisz w, nem kodol legalis Turing-gépet,
igy M, nem is ismerhet fel semmilyen szét, de az 6sszefiiggések
szemléltetésé¢hez feltessziik, hogy a tablazat helyes).

S B O O

0
0
1
1

S O -, O
= O O O

Minden i = 1-re a tabldzat i-ik sora tekinthetd ugy, mint az

BEEEEE

L(M;) nyelv karakterisztikus fiiggvénye. Nevezetesen azért, mert

minden j = 1 a w;j sz6 pontosan akkor eleme L(M;)-nek, ha az i-ik sor j-ik eleme 1. Ebben az értelemben a
tablazat atléjaban szerepl bitsorozat komplementere pedig nem mas, mint az Lgs g karakterisztikus
fuggvénye. Ezért nyilvinval6, hogy minden i > 1-re az Ly karakterisztikus fliggvénye kilonbozik L(M;)
karakterisztikus figgvényétdl. Mivel minden M Turing-géphez van olyan i = 1 szam, hogy L(M) = L(M;),
kapjuk, hogy az Ls¢6 nem lehet egyenld az L(M)-mel semmilyen M Turing-gépre. Adodik tehat, hogy

Lseis € RE.

—  28. Az Univerzlis nyelv Turing-felismerhet§ (rekurzivan felsorolhatd) —

Tétel: L, € RE

Bizonyitas (vazlat):

M kddja w
T—A—\
Ly -t egy dgynevezett Univerzalis Turing-gép ismeri fel ‘ | U | 0 ‘ | 0 ‘ 1 | 1 | 1 ‘ 1 | 0 | 1 ‘ U ‘ |
U mukodése vazlatosan: X, X, X,
e Megnézi, hogy a bemenetén szereplS sz ’ ‘ L ’ 0 ’ 0 ‘ 1 ’ 0 ‘ 1 ‘ 0 | 1 ‘ L | ‘

kédol-e Turing-gépet. Ha nem elutasitja a
bemenetet.

e Szimuldlja M egy lépését: ‘ ’ L ‘0 ’0 | 0 ‘0 | U ‘ |

e Leolvassa a masodik szalagrél M

aktualisan olvasott szalagszimbdélumat

e Leolvassa a harmadik szalagrol M

aktualis allapotat A szalagok rendre feltlrél-lefele:
* Szimulilja M egy lépését (ha kell, M bemenete (1), M szalagja elkddolva,
hasznlja a segédszalagor) M 3llapota elkddolva, Segédszalag

e Ha M aktualis allapota elfogadd vagy elutasitd,
akkor U is belép a sajat elfogadé vagy elutasité allapotaba.

Megjegyzés: Ha M nem 4ll meg w-n, akkor U sem all meg (M, w)-n.
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Tétel: L, € R
Bizonyitas

Az allitast indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy L,, eldonthet6 és legyen M egy Turing-gép, ami
eldonti Ly,-t. M-b8l megkonstrualunk egy olyan M’ Turing-gépet, ami Ly 14-t dont el:

w
_—

Adott w bemenetre M’ a kévetkezéképpen mikédik:

Eléallitia w-bél w' = wlllw szét.

w'-n szimuldlja M-et.

Ha M elfogadja w'-t, akkor M" elutasitja w-t.
Ha M elutasitja w'-t, akkor M" elfogadja w-t.

A

Mivel M minden bemeneten megéll, M' is megall minden bemeneten. Tovibba w € L(M') akkor és csak
akkor, haw' & Ly, azaz ha a w' 4ltal kodolt Turing-gép nem fogadja el nmaga kédjat bemenetként. Ez azt
jelenti, hogy w € L(M") pontosan akkor teljesiil, ha W € Lg4. Azt kapjuk tehét, hogy L(M") = Lyy4, vagyis
L4146 eldonthetS. Ez viszont ellentmond a [27.] tételnek, mely szerint L g € RE. Ezzel a tétel bizonyitasat
befejeztik.

HaL € 3* akkor L == {u € ¥*|u & L}
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—{ 31. Ha egy nyelv és a komplementere rekurzivan felsorolhaté, akkor a nyelv eldonthetd }—

Tétel: Legyen L egy nyelv. Ha L, L € RE, akkor L € R
Bizonyitas

Legyen My és M, rendre az L-t és L-t felismerd Turing-gép. Konstrualjuk meg M'-t az alabbi médon:

N
—_ W —» M > q; >

w Masol ! i '
, \W — > M2 > ql ;q
M y n

M’ lemasolja w-t a masodik szalagjira, majd felvaltva szimulalja M; és M, egy-egy lépését addig, amig
valamelyik elfogadé allapotba 1ép. Igy M az L nyelvet ismeri fel és minden bemeneten meg is 4ll, azaz L € R

Kévetkezmény: A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek nem zartak a komplementerképzésre.

—‘ 32. A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek nem zartak a komplementerképzésre. }—

Kovetkezmény: A rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem zartak a komplementerképzésre.
Bizonyitas

Legyen L € RE — R (Az (Ly) példaul egy ilyen nyelv)
Ha L € RE, akkor a [31.] tétel miatt L € R, ami ellentmondas.

—‘ 33. A rekurziv nyelvek zartak a komplementer képzésre }—

Tétel: Ha L € R, akkor L € R.
Bizonyitas

Legyen L rekurziv nyelv. Ekkor van olyan M Turing-gép, ami elddnti L-et. Tudjuk, hogy ekkor M olyan,
hogy minden L-beli sz6n g;-ben all meg, az dsszes tobbi szén pedig qp,-ben, vagyis minden szén megall.
Legyen M’ az a Turing-gép, amit ugy kapunk M-bél, hogy M 6sszes olyan atmenetét, ami q;-be megy qp-be
iranyitjuk, a g,-be mend atmeneteket pedig g;-be. Nem nehéz belatni, hogy az igy definialt M az L nyelvet
donti el.
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34. Egy f:L* — A" fiiggvény kiszamithat4saga }—

Legyen X és A két abécé és f egy X*-bol A*-ba képzé fuggvény. Azt mondjuk, hogy f kiszimithat6, ha van

olyan M Turing-gép, hogy M-ct egy W € X sz6val a bemenetén inditva, M dgy all meg, hogy a szalagjan az
f (W) sz6 van.

35. Egy nyelv visszavezethet6 egy masik nyelvre }—

Legyen Ly € X* és L, © A" két nyelv (azaz eldontési probléma). Azt mondjuk, hogy Ly visszavezethetS Lo -
re (jele: Ly < Ly ), ha van olyan f: X% — A” kiszamithato fliggvény, hogy minden w € X* széra, w € Ly
akkor és csak akkor, ha f(w) € L.

—{ 36. Visszavezetéssel kapcsolatos tételek }—

Tétel: Legyen Ly € ¥ és L, © A" két eldontés probléma és tegyiik fel, hogy L1 < L,. Ekkor igazak az
alabbi allitasok:

1. Hal, & R, akkor L, & R.
2. Hal, & RE, akkor L, & RE

Bizonyitas

Csak a masodik allitast bizonyitjuk, az elsé bizonyitasa hasonlé.

Indirekt médon tegytik fel, hogy L, mégis rekurzivan felsorolhat6. Ekkor van olyan M, Turing-gép, hogy
L, = L(M,). Tovabba van olyan M Turing-gép, ami kiszdmolja az L1 < L,-ben alkalmazott f fiiggvényt.
Ezen gépek segitségével megadunk egy olyan My Turing-gépet, ami Lq-et ismeri fel. My szerkezete:

N

w M — (W) —> M, —»q; >q;
—>(n >qn

My

4

M, egy w bemeneten el8szor szimulalja az M gépet. Amikor végez, akkor a szalagjan 1évé f(w) szoén

szimulalja M, mlikodését. Ha M, elfogadja az f(w) szot, akkor My is elfogadja a w-t. Ha M elutasitja
f(w)-t, akkor M, is elutasitja W-t. megjegyezziik, hogy ha M, nem 4ll meg az f (W) bemeneten, akkor M,
sem all meg w-n. Kénnyen belathatd, hogy az {gy vazolt M; gép pontosan az Ly nyelvet ismeri fel.
Felvetésiink szerint azonban az L1 € RE, tehat ellentmondashoz jutottunk. Kovetkeztetésképpen Ly nem
lehet rekurzivan felsorolhaté.
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—{ 37. Turing-gépek megallasi problémaja }—

Legyen Ly = {{M,w)| M megall a w bemeneten}, azaz Ly, azon (M, w) Turing-gép és bemenet
parosokat tartalmazza megfeleléen kddolva, melyekre teljestil, hogy az M gép megall a w bemeneten.
Nevezziik ezt a nyelvet megallasi problémanak.

Megjegyzés: L, € Ly

—  38. A megillasi probléma nem eldénthet6 —_—

Tétel: Lh $ R
Bizonyitas

Kotabbi tételek alapjan elég megmutatni, hogy L, < Lp,.
Tetsz6leges M Turing-gépre, legyen M’ az alabbi Turing-gép: M’ tetszbleges u bemeneten a kévetkezt teszi:

e Futtatja M-et u-n
e Ha M g;-be 1ép, akkor M' is g;-be 1ép
e HaM g,-belép, akkor M' egy végtelen ciklusba 1ép

Belathat6, hogy az f: (M) — (M') leképezés egy kiszamithaté fiiggvény, tovibba az is, hogy tetszSleges
(M, w) Turing-gép és bemenet parosra:

(M,w) € L, © M elfogadja w-t & Az M' megill w-n & (M',w) € Ly,

Tehat az M’ konstrukcidja az Ly, visszavezetése Lp-ra. Kovetkezik, hogy Ly, & R

—{ 39. A megallasi probléma rekurzivan felsorolhat6 }—

Tétel: L, € RE
Bizonyitas

Kotabbi tételek alapjan elég megmutatni, hogy Ly < Ly,.
Tetsz6leges M Turing-gépre, legyen M’ az alabbi Turing-gép: M’ tetszSleges U bemeneten a kovetkezSt teszi:

e Futtatja M-et u-n
e HaM g;-be vagy qp-be lép, akkor M'q;-be lép

Belathato, hogy az f: (M) — (M') leképezés egy kiszamithato fiiggvény, tovibba az is, hogy tetszSleges
(M, w) Turing-gép és bemenet parosta:

(M,w) € L, & Az M megill w-n & Az M’ elfogadja w-t & (M',w) € L,,

Tehat az M’ konstrukci6ja az Ly, visszavezetése Ly -ra. Kévetkezik, hogy L, € RE
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—{ 40. Rekurzivan felsorolhat6 nyelek egy tulajdonsaga }—

Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy osztalya, akkor P-t a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy
tulajdonsaganak nevezzik. Azt mondjuk, hogy egy L € RE nyelv rendelkezik a P tulajdonsaggal, ha L € P.
Formalisan: Lp = {{M)| L(M) € P}

Azt mondjuk, hogy P trividlis tulajdonsag, ha minden nyelvre vagy egyetlen nyelvre sem teljesiil (P = RE
vagy P = Q).
Azt mondjuk, hogy P nemtrivialis tulajdonsag, ha P # RE és P # Q.

—{ 41. Nemtrivialis tulajdonsaggal kapcsolatos tétel (Rice-tétele) }—

Tétel: Legyen P a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek egy nemtrividlis tulajdonsdga. Ekkor az Lp nyelv
eldénthetetlen.
Formalisan: Ha P € RE egy nemtrivialis tulajdonsag, akkor Ly & R

Bizonyitas
Legyen P egy netrividlis tulajdonsag. Mivel L,, € R, elég megmutatni, hogy L, < L.

o Q&P esect
Legyen L € P és M; egy L-et felismers Turing-gép. Legyen tovabba (M, w) egy tetszSleges Turing-

gép és bemenet paros, tovibba M’ a kévetkezd kétszalagos Turing-gép:

N

M — i >q;
L
)

B 4

M’ mikodése a kévetkezé:

—>n

1. Szimulalja M-et w-n
2. Ha M nem fogadja el w-t, akkor M" leall (azaz nem fogadja el x-et = L(M") = @)
3. Ha M elfogadja w-t, akkor M' szimulalja M -et x-en (azaz L(M') = L)

Belathat6 tehat, hogy (M,w) € L, © LIM") =L o LM)eEP & (M')€E Lp
Tehat, L, < Lp, amibdl pedig kdvetkezik, hogy Ly & R

e @ EPeset
Ismételjiik meg a fenti bizonyitist P = RE — P-re. Azt kapjuk, hogy L & R. Masrészt a P-beli
nyelveket felismeré Turing-gépek kodjai megegyeznek az olyan Turing-gépek kodjaival, melyek nem
P-beli nyelveket ismernek fel (Ly = Lp). Tehat Lp € R, amibSl Ly & R, mivel R zart a
komplementer-képzésre.
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—{ 42. Post megfelelkezési probléma }—

A PMP-t a kévetkez6képpen definialjuk. Legyen X egy legalabb két betiit tartalmazé abécé, és legyen
D= {[E] ) s [h]} (n = 1) egy dominéhalmaz ahol Uy, ..., Uy, Vy, ..., Uy € Z+. A kérdés az, hogy van-e

V1 Un

U; .
™ domindkat
vim

egy olyan 1 < iy, ..., I, < m (m = 1) indexsorozat, melyre teljestil, hogy a [%] s [
i1

egymas mell¢ {rva alul és feliil is ugyan az a sz6 adéodik, azaz u; , ..., u; = V;, ..., V; . Ebben az esetben a

m

fenti index- vagy domindsorozatot a D egy megoldasinak nevezzik. Formalis nyelvként a kévetkez8képpen

definidlhatjuk a PMP-t: PMP = {{D)| D — nek van megoldasa}.

43. PMP-hez kapcsol6ds tétel —

Tétel: A Post megfelelkezési probléma nem eldonthet6, de rekurzivan felsorolhato.
Formé.lisan: LPMP € R, dC LPMP (S RE

—{ 44. Egyértelmii koérnyezetfiiggetlen nyelvtan }—

Egy G kornyezetfiiggetlen (Jelolés: CF; 2-es tipusd) grammatika egyértelm(, ha minden L(G)-beli szénak
pontosan egy baloldali levezetése van G-ben.
Formalisan: Lgcr == {(G)| G egy egyértelmii CF nyelvtan}

—‘ 45. Kornyezetfiiggetlen grammatikak egyértelmiiségének eldonthetGsége }—

Tétel: A kornyezetfiiggetlen grammatikak egyértelmisége eldonthetetlen.
Formalisan: LECF $ R

Bizonyitas
Legyen D = {[Z—j ) s [z—:]} egy domindkészlet, tovibba legyen Gp = ({S, 4, B},Z U A, P, S), ahol

e A={ay,..,ap},ZNA=0
e P={A-uAaq,.., A->uAa,,A—- c}U{B - vBay,..,B > v,Ba,, B - ¢}

Belithatd, hogy az f: (D) — (Gp) konstrukci6 az Lpyp visszavezetése az Lgcp problémara, azaz Lgcp € R.
Kovetkezik, hogy Lgcr € R, mert R zart a komplementerképzésre.
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—{ 46. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanokhoz kapcsol6d6 eldonthetetlen problémak }—

Tétel: Legyen Gq és G, két kornyezetfiggetlen grammatika. Ekkor az alabbi problémak mindegyike
eldénthetetlen:

1. L(Gy) NL(G,) = 97
3. L(Gy) =T7, valamely I' dbécére?
4. L(G)) € L(G,)?

Bizonyitas

Legyen D egy domindkészlet, Gy, Gg a Gp két rész-nyelvtana rendre az A-t és B-t tekintve
kezdészimbolumnak.

1. Legyen Gy = Gy4 és G, = Gg. Ekkor D-nek pontosan akkor van megoldasa, ha L(G4) N L(Gg) = @
2. TIsmert, hogy L(G,) és L(Gp) determinisztikus CF nyelvek
e (2 UA)"is CF nyelv (X és A rendre a D-beli domindk dbécéje és az ay, ..., @y, halmaz)
e Legyen Gy az TGAJ U TGB) nyelvet generilé nyelvta. Ekkor L(Gq)-ben pontosan azok a
szavak vannak, amik D-nek nem megoldasai.
e Legyen Gy a (2 U A)* nyelvet general nyelvtan.
e Ekkor L(G;) = L(G,) © D-nek nincs megoldésa
3. Egyszertien ad6dik I' = (Z U A) valasztassal.
4. Kovetkezik abbol, hogy (G) = L(G,) © L(G,) S L(G,) és L(G,) € L(G,)
—  47. Polinom idékorlitos determinisztikus Turing-géppel eldonthetd nyelvek —

Legyen f: N — N egy fuggvény.
Ekkor TIME(f (n)) = {L| L eldsnthets O(f(n)) idéigényti Turing-géppel }

Tovibbi P =Uys; TIME(n¥).

—  48. P-beli problémak -

P tartalmazza a gyakorlatban is hatékonyan megoldhat6 problémakat.

Egy ilyen probléma példaul:
ELERHETOSEG = {(G, s, t)| G iranyitott graf és G-ben elérheté s-bél t} (ELERHETOSEG € P)
2SAT, HORNSAT € P

—‘ 49. Polinom id6korlatos nemdeterminisztikus Turing-géppel eldonthets nyelvek }—

Legyen f: N — N egy fuggvény. Ekkor
NTIME(f(n)) = {L| L eldénthets O(f (n)) idigényt nemdeterminisztikus Turing-géppel }

Tovabba NP =Up>q NTIME (nk) = {L | L polinom id6ben ellenérizhetd }
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P S NP. (Sejtés P c NP)

Minden L NP-beli problémara a kévetkez6 jellemzé:

Létezik egy nemdeterminisztikus Turing-gép, ami L egy lehetséges megoldasat polinom idében generalja egy
munkaszalagjan és polinom idében leellentrzi (determinisztikusan), hogy a lehetséges megoldas valéban
megoldas-e.

Egy L nyelv polinom idében ellendrizhetd, ha van olyan Ly € P nyelv és k > 1 szam, hogy
L = {u| 3v: (w,v) € Ly és l(v) = 0(L(w)*)}.

Egy nyelv akkor és csak akkor NP-beli, ha polinom idében verifikalhato.

Egy L; € Z* nyelv polinomidében visszavezethetd egy L, S A*nyelvre (L1 <p Lz), hal; <L,ésa

visszavezetéshez hasznalt fiiggvény polinom idében kiszamithato.

Legyen C problémék, v pedig kiszamithat6 fiiggvények egy osztilya. Azt mondjuk, hogy C zart a v-beli

visszavezetésekre nézve, ha a kovetkezd teljestl. Tetszbleges L1, L, problémak esetén, ha Ly <;, Ly és
L2 € C, akkor Ll EC.
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— 56. P és NP zartak a polinom idejii visszavezetésekre nézve S

Tétel: P és NP zartak a polinom idejd visszavezetésekre nézve.

Formalisan: Ha Ly <;, L, és L, € P (L, € NP), akkor L; € P (L; € NP)
Bizonyitas

Csak az elsé allitast bizonyitjuk, a masik hasonléan bizonyithato.
Legyen L, € P és tegylik fel, hogy Ly <), L. Legyen My az L,-t eldonté, M pedig a visszavezetést
kiszamold Turing-gép. Feltehetjik, hogy M és M, polinom idejick. Konstrualjuk meg M -et:

w M —> f(w)—> M, " qi 7 q;

M

! 4

Vildgos, hogy My az Li-et donti el. Polinom idej(i lesz, mert ha M és M, id&igénye rendre p1(n) és p,(n)

polinomok, akkor M; idsigénye p,(p1(n)), ami szintén polinom. (Megjegyzés: ha w n hosszd, akkor f(w)
legfeljebb p; () hosszu lehet.)

Megjegyzés: Ha Ly <p, Ly és L, € NP, akkor Ly nem lehet ,,nehezebben megoldhat6”, mint L.

—‘ 57. Nehézség és teljesség problémara }—

Legyen € egy probléma osztaly. Egy L probléma C-nehéz (a polinom idejl visszavezetéste nézve), ha
VL' € Cesetén L' <, L. Egy C-nchéz probléma C-teljes, ha L € C.

—{ 58. NP-teljes probléma }—

Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezethetd L-re.

Ha csak a masodik pont teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy L NP-nehéz.

—  59. NP-teljes problémahoz kothetd tétel S

Tétel: Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy L egy P-beli NP-teljes probléma. Legyen L' € NP egy tetsz6leges nyelv. Mivel L NP-teljes,
L' <, L. Ekkor viszont, mivel P zart a polinom idej(i visszavezetésekre nézve, L' € P is teljesiil. Azt kapjuk
tehat, hogy NP € P. Mivel P € NP trividlisan teljesil, igy P = NP.
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Tétel: A SAT (SAT = {{@)| ¢ kielégithets zérusrendt KNF}) NP-teljes

Bizonyitas (Jegyzet: 68. oldal, dia: 4. EA/7)

Legyen k = 1. Ekkor kSAT a kévetkez6 probléma:

kSAT = {{p)| (¢) € SAT, minden tagjaban pontosan k literal van }

Tétel: A 3SAT NP-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet: 72. oldal, dia: 4. EA/12)

Adott G = (V, E) irdnyitatlan graf. Ki lehet-e szinezni G cstcsait k kiillonb6z6 szinnel, tigy hogy a
szomszédos csucsok kiilonb6zé szintek?

Tétel: A 3SZINEZES NP-teljes.

Bizonyitas (dia: 4. EA/14)

Legyen G egy iranyitatlan graf.
TELJES RESZGRAF = {{(G,k)| k = 1, G-nek létezik k csticsu teljes részgréfia }

Tehit a TELJES RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza egy megfelel6 abécé feletti szavakkal kédolva,
melyekre igaz, hogy G-ben van k cstcsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két cstics
kozott van él.




— 66. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléma [

Legyen G egy iranyitatlan graf.
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k)| k = 1, G-nek van k elem( fiiggetlen cstiicshalmaza }

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy G-ben van k
olyan csucs, melyek kozil egyik sincs dsszekdtve a masikkal.

67. CSUCSLEFEDES probléma -

Legyen G egy iranyitatlan graf.
CSUCSLEFEDES = {(G, k)| k = 1, G-nek van olyan k elem( csticshalmaza, mely tartalmazza G minden
élének legaldbb egyik végpontjat }

4 68. TELJES RESZGRAF-hoz kapcsol6do tétel F

Tétel: A TELJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 73. oldal, dia: 4. EA/22)

—  69. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ-hoz kapcsol6ds tétel -

Tétel: A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 74. oldal, dia: 4. EA/20)

70. CSUCSLEFEDES-hez kapcsoléds tétel —

Tétel: A CSUCSLEFEDES NP-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 74. oldal, dia: 4. EA/23)

71. HITTING SET (HS) probléma -

Adott halmazok egy T = {sy, ..., S} halmaza és egy K szam.
Kérdés: Van-e olyan K elem@ H halmaz (a hitting set), ami tartalmaz minden T-beli halmazbdl legalabb egy
elemet?
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— 72. HITTING SET (HS) problémahoz kapcsolods tétel S

Tétel: A HITTING SET NP-teljes.
Bizonyitas

e Polinom id6ében verifikalhaté.

e Megmutatjuk, hogy CSUCSLEFEDES <,, HITTING SET:
Legyen G = (V,E) és K < |V|. Konstrualjuk meg T-t tigy, hogy minden {u, v} € E élre vegyiik fel
T-be az
{u, v} halmazt. Belithat6, hogy G-ben pontosan akkor van K elem( csucslefedés, ha T-ben van
Kelemd hitting set.

Megjegyzés: A HITTING SET igazibol a CSUCSLEFEDES egy alternativ megfogalmazasa.

— 73. HALMAZ FEDES (HF) probléma S

Adott U részhalmazainak egy Sy, ..., Sy sorozata és egy K szam.

Kérdés: Van-e ezen halmazok koziil K darab olyan melyek unidja U?

— 74. HALMAZ FEDES (HF) problémahoz kapcsol6do tétel —

Tétel: A HALMAZ FEDES NP-teljes.
Bizonyitas

. Polinom idében verifikilhato
2. Megmutatjuk, hogy CSUCSLEFEDES <,, HALMAZ FEDES:
Legyen G = (V,E) és K < |V|. Konstrualjuk meg a HALMAZ FEDES bemenetét tgy, hogy U = E
és minden u € V cstcsra, legyen s, az u-bél indulé E-beli élek halmaza. Belathatd, hogy G -ben
pontosan akkor van K elemu csucslefedés, ha vannak olyan uq, ..., Ug V-beli csucsok, hogy
Su, U..Usy, =U

75. HAMILTON- UT (HU) probléma —

HAMILTON-UT = {(G, s, t)| G = (V, E) iranyitott graf, s, t € V, és Is-bol t-be Hamilton-it }

76. IRANYITATLAN HAMILTON-UT (IHU) probléma %

IRANYITATLAN HAMILTON-UT = {(G, s, t)| G = (V,E) iranyitatlan graf, s,t € V, és 35-bél t-be
Hamilton-ut }
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77. IRANYITATLAN HAMILTON-KOR (IHK) probléma %

IRANYITATLAN HAMILTON-KOR = {(G)| G olyan iranyitatlan graf, amiben van Hamilton-kér }

UTAZOUGYNOK = {(G, k)| G iranyitatlan graf az éleken egy-egy pozitiv egész sullyal, és G-ben van
legfeljebb k 6sszsulyd Hamilton-kér }.

— 78. UTAZOUGYNOK probléma —

Tétel: HAMILTON-UT probléma NP -teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 76. oldal, dia: 5. EA/7)

— 79. HAMILTON- UT (HU)-hoz kapcsoléds tétel [

Tétel: Az IRANYITATLAN HAMILTON-UT probléma NP -teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 79. oldal, dia: 5. EA/13)

— 80 IRANYITATLAN HAMILTON-UT-hoz kapcsol6do tétel -

81. IRANYITATLAN HAMILT ON-KOR-héz kapcsol6do tétel F

Tétel: Az IRANYITATLAN HAMILTON-KOR probléma NP -teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 81. oldal, dia: 5. EA/15)

Tétel: Az UTAZOUGYNOK probléma NP -teljes.
Bizonyitas

e DPolinom idében verifikalhat6
o Kszrevesszik, hogy az UTAZOUGYNOK probléma bemenetét megszoritva tgy, hogy G minden
élén 1 sdly szerepel, tovibba K = |V| visszakapjuk a HAMILTON KOR problémit.

—  82. UTAZOUGYNOK-hoz kapcsoléds tétel —
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—  83. NP-koztes nyelvek R

Ha P # NP, akkor van olyan L € NP nyelv, hogy L & P, de L nem is NP-teljes. Ezcket a nyelveket
NP-koztes nyelveknek nevezzik.

Egy lehetséges NP-koztes probléma a GRAF IZOMORFIZMUS = {(Gy, G,)| G; és G, izomorf iranyitatlan
grafok }

—  84. Bonyolultsigi osztilybeli problémék komplementer osztilya —_—

Ha C problémak egy osztalya, akkor coC = {L| L € C}

—‘ 85. Egy nyelv és komplementerének a kapcsolata (Teljesség) }—

Tétel: Legyen C eldontési problémak, v pedig kiszamithaté fiiggvények egy osztalya. Egy L nyelv akkor és

csak akkor C-teljes a v-beli visszavezetésekre nézve, ha L coC-teljes a v-beli visszavezetésekre nézve.
Bizonyitas

Mivel co(coC) = C elég az egyik irinyt bizonyitani. Legyen tehét L egy C-teljes nyelv. Ekkor minden L’ € C-

re L' <, L. De ez pontosan azt jelenti, hogy minden L' € C-re L' <,, L. Azaz L coC-teljes a v-beli
visszavezetésckre nézve.

—{ 86. Egy nyelv és komplementerének a kapcsolata (Zartsag) }—

Tétel: Legyen C eldontési problémak, v pedig kiszamithaté fiiggvények egy osztalya. Ha C zart a v-beli
visszavezetésekre nézve, akkor coC is az.

Bizonyitas
Legyen Lq és L, két nyelv, tgy hogy Ly <, L, és L, € coC. Ekkor nyilvanvaléan Ly <,, L, valamint L, € C
is teljesiil. De akkor C zartsaga miatt Ly € C, és ebbdl kévetkezik, hogy Ly € coC. Tehat coC is zart a v-beli

visszavezetésekre nézve.

Koévetkezmény: cONP zart a polinom idejd visszavezetésekre nézve. (Megjegyzés: CONP tartalmazza a
polinom id6ében cafolhaté problémakat)

87. coNP-teljes problémak S

Ismert, hogy ALT_SAT = {(@)| ¢ kielégithet zérusrendd formula } NP-teljes. Ebbél kovetkezik, hogy a
komplementere az UNSAT = {{@)| ¢ kielégithetetlen zérusrendli formula } coNP-teljes. Tovabb4 a
TAUT = {{@)| @ érvényes zérusrendt formula } is coNP-teljes.
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88. Off-line Turing-gép F

Off-line Turing-gépnek neveziink egy olyan tébbszalagos Turing-gépet, mely a bemenetet tartalmazé

szalagot csak olvashatja, a t6bbi, igynevezett munkaszalagra pedig irhat is. Az off-line Turing-gép
tarigényébe csak a munkaszalagokon felhasznalt teriilet szimit be.

—‘ 89. Tarbonyolultsaggal kapcsolatos problémaosztalyok }—

Legyen f: N — R, tetszéleges fuggvény. Ekkor
SPACE(f(n)) == {L | L eldsnthets O(f(n)) tarkotlitos determinisztikus Off-line Turing-géppel }
NSPACE ( f (n)) = {L | L eldontheté 0( f (n)) tarkorlatos nemdeterminisztikus Off-line Turing-géppel }

PSPACE = Uy SPACE(n*) és NPSPACE = Uyso NSPACE (n*)
L = SPACE(log; n) és NL = NSPACE (log, n) (Logaritmikus tirbonyolultsagok)

Megjegyzés: NP € PSPACE = NPSPACE és L € NL

— 90. Savitch tétele —

Tétel: Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) € SPACE(f2(n)).

Bizonyitas (Jegyzet: 88. oldal, dia: 5. EA/23.)

Kovetkezmény: PSPACE = NPSPACE és NL € SPACE(log?n)

91. QBF probléma -

Adott egy @ prenex alaka zart Boole formula. Igaz-e @2

92. QBF problémaval kapcsolatos tétel -

Tétel: A QBF probléma PSPACE -teljes.

Bizonyitas (dia: 6. EA/2.)
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93. FOLDRAJZI JATEK (FJ) probléma F

A FOLDRAJZI JATEK a kévetkezd kétszemélyes jaték. Adott egy G iranyitott graf és annak egy p cstcsa. A
két jatékos p-bdl kiindulva felvaltva jeloli meg a G még meg nem jel6lt cstcsait, mindig az utoljara megjelolt
cstcsokbol elérhetS cstcsok kézil valasztva. Az veszit, aki nem tud tovabbi csicsot megjelSlni.

— 94. FOLDRAJZI JATEK problémaval kapcsolatos tétel -

Tétel: A FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet: 94. oldal, dia: 6. EA/8)

— 95. ELERHETOSEG probléma S

Az ELERHETOSEG probléma annak az eldéntése, hogy egy iranyitott grafban van-e adott két cstcs kézott

ut.

ELERHETOSEG = {(G, s, t)| G iranyitott graf és G-ben elérheté s-bél t}

— 96. ELERHETOSEG € NL -

Tétel: ELERHETOSEG € NL

Bizonyitas (dia: 6. EA/11)

97. Egy nyelv logaritmikus tarral visszavezethetd }—

Legyen v a determinisztikus (Off-line) Turing-géppel logaritmikus tarral kiszamithat6 figgvények osztalya. A
V-szerintl visszavezetéseket logaritmikus tarral vald visszavezetéseknek fogjuk hivni, és ha az Ly logaritmikus
tarral visszavezethetd Lo-re, akkor ezt igy jeldljuk: Ly <; L.

—‘ 98. Egy nyelv zart a logaritmikus tarral val6 visszavezetésre nézve }—

Tétel: L és NL zartak a logaritmikus tarral val visszavezetéste nézve.

Bizonyitas (Jegyzet: 98. oldal, dia: 6. EA/12)

40



Tétel: Az ELERHETOSEG probléma NL-teljes.
Bizonyitas (Jegyzet: 99. oldal, dia: 6. EA/14)

Kovetkezmény: NL € P

Tétel: NL € P

Bizonyitas (Jegyzet: 100. oldal, dia: 6. EA/15)

Tétel: NL = coNL

Tétel: L € NL = coNL C P € NP € PSPACE = NPSPACE C EXPTIME
EXPTIME =Uj5o TIME (2"")

Forrasok:

e Tejfel Maté — Logika EA dia
e Gazdag Zsolt — Szamelmélet EA dia
e Gazdag Zsolt — Bevezetés a szamitaselméletbe jegyzet



Bonyolultsagi
osztalyok/

alosztalyaik

NP-teljes

Problémak

ELERHETOSEG, 2SAT, HORNSAT, 2SZINEZES (paros-e a grif ),
GRAF O0SSZEFUGGOSEG

SAT,3SAT,3SZINEZES, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ, TELJES RESZGRAF
CSUCSLEFEDES, UTAZOUGYNOK, HITTING SET, HALMAZFEDES,

HAMILTON-UT, IRANYITATLAN HAMILTON-UT,
IRANYITATLAN HAMILTON-KOR, ALT _SAT

GRAF IZOMORFIZMUS
UNSAT, TAUT
QBF,FOLDRAJZI JATEK

ELERHETOSEG, 2SAT
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1. Kérdés sor

—‘ L1. Adja meg az itéletlogika leiré nyelvének abécéjét és szintaxisat! }—

Az {téletlogika leird nyelvének abécéje:

o ltéletvaltozok (V,): X, Y, X;, ...
e Unér és binér logikai miveleti jelek: =, A, V,D
e Elvalasztojelek: ()

Szintaxisa (Itéletlogikai formula):

1. (alaplépés) Minden itéletvaltozo itéletlogikai formula. (primformula)
2. (rekurzids lépés)
e Ha A itéletlogikai formula, akkor —4 is az.
e Ha A és B itéletlogikai formulak, akkor (4 o B) is itéletlogikai formula, ahol 2 " o " a hdrom

binér mavelet barmelyike.
3. Minden {téletlogikai formula az 1.,2., szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el6.

L2. Mi az itéletlogikai interpretacio (vagy igazsagkiértékelés), hogy adjuk meg egy

— formula helyettesitési értékét egy adott interpretaciéban?

Annak r6gzitését, hogy mely itéletvaltozo igaz és melyik hamis igazsagértékd interpretaciénak nevezziik.
Egy formula helyettesitési értékét egy adott interpretaciéban az alabbi médon adjuk meg:

1. Ha C formula itéletvaltozé, akkor B;(C) = I(C)
2. Ha C formula negéci6s, akkor B;(=C) = =B;(C)
3. Ha C formula (A o B) alakd, akkor B;(A e B) = B;(A) o B;(B)

L3. Mit értiink gondolkodasforma vagy kévetkeztetésforma alatt itéletlogika esetén és mi

— a helyes kovetkeztetésforma?

Gondolkodasforma vagy kovetkeztetésforma alatt egy F = {A1, A, ..., A, } dllitashalmazbdl és egy A
allitasbol allo (F, A) pér-t értiink.

Amennyiben 1étezik olyan eset, hogy az F éllitashalmazban szereplé mindegyik allitas igaz és minden ilyen
esetben az A allitas is igaz, Ggy helyes kovetkeztetésformarol beszélhetiink.
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—{ L4. Mi a literal, az elemi diszjunkcié, illetve az elemi konjunkcié definicioja? }—

Ha X itéletvaltozé, akkor az X és a =X formuldkat literdlnak nevezzik. Az itéletvaltozo a literdl alapja. (X és
=X azonos alapu literalok.)

Elemi konjunkcié alatt kiillonb6z6 literalok konjunkcidjat értjik (Példaul: X AY A —Z), mig elemi
diszjunkcié alatt kiilonb6z6 literdlok diszjunkcidjat. (Példaul: X VY V =Z)

L5. Mikor elégit ki egy interpretacio6 egy itéletlogikai formulat? Mikor tautolégia egy
— itéletlogikai formula?

Az itéletlogikaban egy I interpretacio kiclégit egy B formulat (I o B), ha a formula helyettesitési értéke i az

I interpretaciéban. A formulat kielégitd I interpreticiét a formula modelljének is szokas nevezni.

Egy B formula tautologia (g B), ha minden interpretacio kielégiti. A tautoldgiat itéletlogikai torvénynek is
nevezzuik.

L6. Adja meg az els6rendii logika leiré nyelve abécéjének logikan kiviili részét egyfajtaji
univerzum esetén!

Fuagevények, predikaitumok, konstansszimbolumok.

—{ L7. Mikor zart egy szemantikus fa itéletlogikaban? Mi a cafolo, illetve a levezet csucs? }—

Cafol6 csucsnak nevezzik a szemantikus fa azon cstcsat, amelyiket elérve egy kloz (amely azt megel6z6en
még nem volt hamis) hamissa valik.

Levezet6 csticsnak nevezziik a szemantikus fa azon cstucsat, amelyiket kéveté mindkét csucs cafold csics.

A szemantikus fa egy 4ga zart, ha cafol6 csucsban végzédik. A szemantikus fa zart, ha minden aga zart.

— L8. Mi egy elsérendi formula szerkezeti faja? —

Egy F formula szerkezeti faja egy olyan véges fa, melyre teljestl, hogy

e agyokeréhez az F formula van rendelve,

e  ha valamelyik csicsihoz egy F' formula van rendelve, akkor az adott csics gyerekeihez az F'
formula kozvetlen részformulai vannak rendelve,

e leveleihez atomi formuladk vannak rendelve.
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—{ L9. Adja meg a Prenex formula, illetve a Skolem formula definici6jat! }—

Prenex formula: Legyen Q tetszbleges kvantor, a QX1 Q2% ... @n X, B formula. Q1x1 Qx5 ... Qpxy, a
prefixum, B, kvantormentes formula a formula magja, torzse.

Skolem formula: Skolem formula a Vx1Vx; ... Vx, A formula, ahol a prefixumban csak univerzalis
kvantorok szerepelnek. Bz eldontheté formulaosztaly elsérendben.

L10. Adja meg a rezoltcios levezetés, illetve a linearis inputrezoliicios levezetés
definiciojat!

Rezolocios levezetés: Egy S klézhalmazbdl vald rezolucids levezetés egy olyan véges
ki, ko, ..., ky (m = 1) klbézsorozat, ahol minden j = 1,2, ..., m-re

1. vagyk; €S
2. vagyvanolyan 1 < s,t < j, hogy k; a (kg, k¢) klozpar rezolvense.

A levezetés célja az tires kloz levezetése (ez a megallasi feltétel).
Linearis inputrezolucios levezetés: Egy S kl6zhalmazbol egy olyan k4,11, ky, Ly, oo k-1, lyn—1, ki

klozsorozat, ahol kq,l; € S és minden
i=23,..,m—1esetbenl; €S, ak; pediga k;_q,l;_; rezolvense

L-K-1. Hogyan képezhetd két kl6z rezolvense? Mi az egységrezoluci6 definicidja? Mire
— lehet valaszt adni a rezolucids kalkulus segitségével, hogyan? Mit jelent, hogy a rezoliicios
kalkulus helyes és teljes? Kalkulus a rezolucids kalkulus?

Legyenek Cy, C, olyan kl6zok, amelyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaznak: C; = C;' V Ly és
C, = C,' VL, és Ly = —L,. Ekkor létezik a rezolvensiik: a res(Cy, C,) = C kloz, ami C = C;' V C,'

{Cy, Co} g C. A rezolvensképzés a rezolicios kalkulus levezetési szabalya (helyes kovetkeztetésforma).
(Tehat a rezoltciés kalkulus kalkulus)

A rezolucids kalkulus helyes:

1. Lemma: Legyen § tetszbleges klézhalmaz és ky, ko, ..., ky, klézsorozat rezolucids levezetés S-bol.
Ekkor minden kj, j =12, ..., n-re szemantikus kévetkezménye S-nek.

2. Tétel: Legyen S tetszbleges klézhalmaz. Ha S-bdl levezethets az tres kloz, akkor S kielégithetetlen.
A rezolucios kalkulus teljes:

Ha az § véges klézhalmaz kielégithetetlen, akkor S-bél levezethetd az tres kloz.

Nem teljes a megoldas.
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L-K-2. Mit neveziink eldontésproblémanak? Mi a két eldontésprobléma itéletlogikaban és
els6rendii logikaban? Mi a dedukci6s tétel? Mi a kapcsolata az eldéntésproblémaval?

— Milyen eldonthet6 formulaosztalyokat ismer itéletlogikaban? Mi ezek definiciéja? Milyen
eszkozokkel vizsgalhaté az eldontésprobléma? Alkalmazhaté-e a szemantikus fa az
eldéntésproblémak vizsgalata soran itéletlogikaban? Hogyan?

Eldontésproblémanak nevezik a logikaban annak eldontését, hogy egy (F, G) par a szemantikus
kovetkezményfogalom szerint helyes gondolkodasforma-e.

Két eldontésprobléma az {téletlogikaban és az elsérendi logikaban:

1. F-nek akkor és csak akkor kévetkezménye G, haaz F U =G vagy Fy AF, A .. AF, A =G
kielégithetetlen.

2. {F,F,, ..., E,} By G akkor és csak akkor, ha
FoF; 2 (F, 2 (Fpey 2 (F,26))...)

Dedukciés tétel: Az {F;, F,, ..., F,} Eq G, akkor és csak akkor, ha {Fy, Fy, ..., Fy_1} Eo (F, 2 G)
A dedukciés tételbdl kévetkizek a 2. eldontésprobléma.

Eldonthet6 formulaosztalyok és definicioik:

A KNF elemi diszjunkciok (klézok) konjunkciéja. KIKKINF, ha teljes elemi diszjunkciok konjunkciéja.
A DNF elemi konjunkciok diszjunkcioja. KDNF, ha teljes elemi konjunkcidk diszjunkcidja.

Az eldéntésprobléma az alabbi eszkézokkel vizsgalhato: el6rekovetkeztetéssel, visszakovetkeztetéssel és
rezolucioval.

Szemantikus-fa:

Egy n-valtozos szemantikus fa egy n-szint( binaris fa, ahol a szintek a bazisbeli valtozoknak vannak
megfeleltetve. Egy X valtozé szintjén a csucsokbdl kiindulé élparokhoz X, =X cimkéket rendeliink.
X jelentése X igaz, =X jelentése X hamis az élhez tartozé interpretacidkban, igy egy n-szintd szemantikus fa

4gain az 6sszes (2™) lehetséges igazsagkiértékelés (I interpretacié) megjelenik.

A szemantikus fa alkalmazhat6 az elddntésproblémak vizsgalata soran, példaul a rezolicid esetén tetszéleges
zart szemantikus fa esetén el6allitunk egy rezolacids cafolatot, mely a rezolici6 teljességéhez sziikséges.
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SZ1. Definialja az egyszalagos, nemdeterminisztikus Turing-gép konfiguracié-atmenetét
— és az altala felismert nyelvet!

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép minden konfiguraciéjabol néhany (esetleg nulla) kiilénb6z6
konfiguricidoba mehet at. Az M konfiguracidja a determinisztikus esettel [6.] megeggyezen definialhato.

A konfiguraciéatmenet pedig a determinisztikus eset [9.] értelemszer kiterjesztése. Legyen példaul uqav egy
konfiguracié, ahol a € T és u, v € I'*. Ekkor példaul ugav + urbv, ha (r,b,S) € 6(q, a)

A Nemdeterminisztikus Turing-gép altal felismert nyelv szintén hasonléan definialhat6, mint a
determinisztikus esetben:

az M Turing-gép altal felismert nyelv azoknak az u € X*szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy
qou UF" xq;y valamely x,y € I'*,y # € szavakra. Jelolése: L(M)

SZ2. Mikor mondjuk azt, hogy M Turing-gép eldonti az L nyelvet? }—

Egy L € X" nyelv Turing-felismerhets, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. Tovabba egy L € X* nyelv
eldonthet6, ha létezik olyan M Turing-gép, ami felismeri L-et és minden bemeneten megallasi konfiguracioba
jut.

SZ3. Definialjon egy olyan nyelvet, ami nem eldénthetd, de Turing-felismerhetd

(rekurzivan felsorolhat6)! Vajon ennek a nyelvnek a komplementere is felismerhetd
Turing-géppel? Miért?

Vegyiik az L,, = {{M,w)| w € L(M)} univerzalis nyelvet. Az univerzalis nyelv Turing-felismerhet6, de nem
cldénthets. A komplementere nem ismerhet$ fel Turing-géppel, mivel a rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem
zartak a komplementerképzésre.

SZ4. Adja meg a visszavezetés definiciojat! Mit jelent az, hogy egy visszavezetés

logaritmikus tarral kiszamithat6?

Legyen Ly € X* és L, © A" két nyelv (azaz eldontési probléma). Azt mondjuk, hogy Ly visszavezethets L-
re (jele: Ly < Ly ), ha van olyan f: X* — A” kiszamithato fiiggvény, hogy minden w € X* széra, w € Ly
akkor és csak akkor, ha f(w) € L,.

Legyen v a determinisztikus (Off-line) Turing-géppel logaritmikus tarral kiszamithaté figgvények osztalya. A
V-szerinti visszavezetéseket logaritmikus tarral vald visszavezetéseknek fogjuk hivni, és ha az Ly logaritmikus
tarral visszavezethetd Lo-re, akkor ezt igy jeldljik: Ly <; L.
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SZ5. Definialja az Ly nyelvet. Mit lehet elmondani az L nyelv eldonthetGségérdl, ha
tudjuk, hogy visszavezethet6 ra L4 Miért?

Azt a nyelvet, mely azon {0,1}-feletti Turing-gépek binaris kédjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el

6nmaguk kédjat mint bemend szét diagondlis nyelvnek nevezziik és Liyq-val jeloljuk.

Liis = UMYM) & L(M)} = {w;|i=1,w; € L(M;) }

Tétel: Legyen Ly © X és L, © A" két eldontés probléma és tegyuk fel, hogy L1 < L,. Ekkor igazak az
alabbi allitasok:

1. Hal, R, akkor L, & R.
2. Hal, & RE, akkor L, & RE

A fentebbi tétel alapjan elmondhaté, hogy az L nyelv nem eldénthet6, mivel Lz sem.

SZ6. Mit jelent az, hogy a P és az NP osztalyok zartak a polinom idejii visszavezetésre

nézve?

H’ZlLl Sp LZ éSLzep(Lz ENP),akkorlqEP(LlENP)

SZ7. Vazolja a P és az NP osztalyok valamint az NP-teljes problémak osztalyanak

lehetséges viszonyait! Adjon példat ugynevezett NP-kéztes problémara!

P € NP. (Sejtés P € NP)
Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezethetd L-re.
Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Egy példa NP-kéztes problémara a GRAF IZOMORFIZMUS.

SZ8. Definialjon egy tetsz6leges NP-teljes problémat! Mi a sejtés arra vonatkozo6an, hogy

ez a probléma benne van-e P-ben? A valaszt réviden indokolja is!

A SAT = {{p)| ¢ kielégithets zérustendt KNF} probléma példaul egy NP-teljes probléma. A sejtés
altalanossigban az, hogy P C NP, tovabba tudjuk, ha L NP-teljes és L, NP-beli probléma, akkor Ly <, L,
esetén L, is NP-teljes lesz.. ()
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SZ9. Mondja ki Savitch tételét és adja meg annak egy altalunk tanult fontos
kovetkezményét!

Tétel: Ha f (n) > logn, akkor NPSPACE(f (n)) € SPACE(f?(n)).

Kovetkezmény: PSPACE = NPSPACE és NL € SPACE (log? n)

$Z10. Definialja a FOLDRAJZI JATEK problémat. Melyik bonyolultsagi osztalyban teljes

—— ez aprobléma?

A FOLDRAJZI JATEK a kévetkezd kétszemélyes jaték. Adott egy G iranyitott graf és annak egy p csicsa. A
két jatékos p-bdl kiindulva felvialtva jeloli meg a G még meg nem jel6lt cstucsait, mindig az utoljara megjel6lt
cstcsokbol elérhetS cstcsok kozil valasztva. Az veszit, aki nem tud tovabbi csucsot megjelSlni.

A FOLDRAJZI JATEK PSPACE -teljes.

SZ-K-1. Definialja az L;;;; problémat és mutassa meg, hogy ez a probléma nem ismerhetd

fel Turing-géppel!

Azt a nyelvet, mely azon {0,1}-feletti Turing-gépek bindtis kodjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el

o6nmaguk kédjat mint bemend szét diagondlis nyelvnek nevezzik és Ljgq-val jeloljuk.

Latis = (MYKM) & LMD} = {w;| i = 1, w; & L(M,) }
Tétel: Létlé $ RE
Bizonyitas

Tekintsitk azt a T tdblazatot, melynek oszlopai rendre a Wy, Wy, ... szavakkal, a sori pedig az My, My, ...
Turing-gépekkel vannak cimkézve (tehat T egy végtelen kétdimenzidés matrix). A T elemei 0 és 1 lehetnek az
alabbiak szerint. Minden i, j = 1-re T (i, j) értéke pontosan akkor 1, ha w; € L(M;).

Ebben a tablazatban példdul a masodik sor masodik eleme 1, Wiy Wz W3 Wg ..
ami azt jelenti, hogy M, elfogadja a w; sz6t (ez persze a
valésagban nem igaz, hisz w, nem kédol legalis Turing-gépet,
igy M, nem is ismerhet fel semmilyen szét, de az Gsszefiiggések
szemléltetéséhez feltessziik, hogy a tablazat helyes).

0
0
1
0

0
0
1
1

S © -k O
_ O O O

T
A
M
M
=

Minden { = 1-re a tablazat i-ik sora tekinthet6 ugy, mint az
L(M;) nyelv karakterisztikus fiiggvénye. Nevezetesen azért, mert
minden j = 1 a w; sz6 pontosan akkor eleme L(M;)-nek, ha az i-ik sor j-ik eleme 1. Ebben az értelemben a
tablazat atléjaban szerepl$ bitsorozat komplementere pedig nem mas, mint az Ly karakterisztikus
fuggvénye. Ezért nyilvanvald, hogy minden i = 1-re az Ly karakterisztikus figgvénye kilonbozik L(M;)
karakterisztikus fliggvényétél. Mivel minden M Turing-géphez van olyan i = 1 szam, hogy L(M) = L(M;),
kapjuk, hogy az Ls;;4 nem lehet egyenls az L(M)-mel semmilyen M Turing-gépre. Adodik tehat, hogy

Latis € RE.
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—{ SZ-K-2. Definialja a 3SAT problamat és bizonyitsa be az NP-teljességét! }—

3SAT = {{p)| (p) € SAT és ¢ minden tagjdban pontosan 3 literal van }
Tétel: 3SAT NP-teljes.

Bizonyitas: (Jegyzet: 72. oldal, dia: 4. EA/12)

2. Kérdés sor

—{ L1. Adja meg a fiiggvény definici6jat! Mi a relaci6 és mi a miivelet? }—

Legyenek D és R (nemfeltétlentl killénb6z6) halmazok. Fuggvénynek neveziink egy D — R leképezést. D a
leképezés értelmezési tartomanya, R az értékkészlete.

Legyen U egy tetsz8leges (individuum)halmaz. Ha R = {i, h}, akkor a fiiggvény logikai fiiggvény, més néven
relacié. Ha D = R™, akkor a fiiggvény matematikai fiiggvény, mas néven mivelet.

L2. Mi a logikai miiveletek hataskoére, melyik egy itéletlogikai formula {6 logikai
OsszekotGjele?

Logikai miiveletek hataskore a formula részformulai koziil az a legkisebb logikai Osszetettségli, amelyben
az adott logikai 6sszekotGiel el6fordul.

Egy formula {8 logikai 6sszekotdjele az az Gsszekotdjel, amelynek a hataskdre maga a formula.

— L3. Adja meg az igazsigtibla definici6jat! —

Egy n- valtozés formula igazsigtiblija egy olyan n + 1 oszlopbdl és 2™ + 1 sorbdl 4llo tablazat, ahol a
fejlécben a bazis (a formula valtozéi régzitett sorrendben) és a formula szerepel. A sorokban a véltozok alatt
az interpretaciok (a valtozok igazsagkiértékelései), a formula alatt a formula helyettesitési értékei talalhatok.

—‘ L4. Adja meg a szemantikus kévetkezményfogalom definici6jat itéletlogika esetén! }—

Egy G formula szemantikus vagy tautologikus kovetkezménye az F = {Fy, F,, ..., F, } formulahalmaznak, ha
minden olyan I interpreticiora, amelyre I g {Fy, Fy, ..., F,} fennall, | =4 G is fennall.
Jelélési {Fll Fz, ey Fn} |:0 G
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L5. Mi a legsziikebb kovetkezmény, az elGre- és a visszakovetkeztetés definicioja
itéletlogika esetén?

Legyen az F feltételhalmazban szerepld valtozok szama n. Ekkor a legsziikebb kévetkezmény az az
{i, h}™ — {i, h} leképezés, amely pontosan azokhoz az interpreticiokhoz rendel i értéket, amelyek kielégitik
az F-et.

Elbrekovetkeztetés: Ismert az F feltételhalmaz, és keressiik F lehetséges kovetkezményeit. Megkeresstik F
legszikebb kdvetkezményét, R-t. Kévetkezmény minden olyan G formula, amelyre R O G tautoldgia, azaz R
igazhalmaza része G igazhalmazanak.

Visszakovetkeztetés: Az F feltételhalmaz és a B kovetkezményformula ismeretében eldontjiik, hogy B

valéban kovetkezménye-e F-nek. Mivel F £ B pontosan akkor, ha az F U {=B} formulahalmaz
kielégithetetlen.

Mas széval B pontosan akkor kévetkezménye F-nek, ha minden olyan interpretdcidban, ahol B hamis, az F
kielégithetetlen.

— L6. Adja meg az elsdrendii logika leir6 nyelve abécéjének logikai részét! S

Indiviidum-valtozok, Elvélaszt6 jelek: (,),Unér és binér logikai miveleti jelek: =, A, V, D, e,
Kvantorok: V, 3; (itélet valtozok)

—{ L7. Mi egy term szerkezeti faja? }—

Egy t term szerkezeti faja egy olyan véges fa, melyre teljestil, hogy

e agyokeréhez a t term van rendelve,

e ha valamelyik csicsihoz egy t’ term van rendelve, akkor az adott cstcs gyerekeihez a t' term
kozvetlen résztermjei vannak rendelve,

e leveleihez individuumvaltozok vagy konstansok vannak rendelve.

— L8. Adja meg az elsdrendii formulik szemantikjat! S

1. L P(ty, by e, t) P =0, ha (|61 |75, [E5]75, .., [£,]7) € P, ahol P! jelélia P! relacié
igazhalmazat.

2. |—|A|I’K = —||A|I'K
|A ABlI,K — |A|I,K A |B|I,K
|A VBlI,K — |A|I,K Vv |B|I,K
|A S BlI,K — |A|I,K S |B|I,K

3. |vxA|l*
|3xA| =i ha |A]I" =ik legaldbb egy k™ x variinsara

i,ha |A|" =i Kk minden k* x varidnsira
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L9. Mi két formula rezolvense? S

Legyenek Cy, C, olyan kl6zok, amelyek pontosan egy komplemens literdlpart tartalmaznak: C; = C;' V Lq és
C, = C,'V Ly és Ly = =L,. Ekkor létezik a rezolvensiik: a res(Cy, C;) = C kléz, ami C = C;' V C;'

L10. Adja meg a Herbrand univerzum definici6jat! —_—

Az els6rendi kl6zhalmaz leird nyelvének alaptermjeibdl 4ll6 halmazt Herbrand univerzumnak nevezziik.

L-K-1. Mi az itéletlogika leiré nyelvének abécéje, szintaxisa és szemantikaja? Milyen
modszereket ismer az itéletlogikai formulak jelentésének megadasara? Mi az
igazsagkiértékelés.? Mi a kapcsolat az itéletlogika leiré nyelvének szemantikaja és a
formulak hamishalmaza k6z6tt?

Az itéletlogika leironyelvének abécéje:

o Itéletvaltozok (1,): X, Y, X;, ...
e Unér és binér logikai maveleti jelek: =, A, V,D
e Elvalasztojelek: ()

Szintaxisa (Formuldk):

1. (alaplépés) Minden itéletvaltozo itéletlogikai formula. (primformula)
2. (rekurzios lépés)
e Ha A itéletlogikai formula, akkor 4 is az.
e Ha A és B itéletlogikai formulak, akkor (4 o B) is itéletlogikai formula, ahol a,, © ” a hirom
binér mivelet barmelyike.
3. Minden {téletlogikai formula az 1.,2., szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all el6.

Ttéletlogikai formulak jelentésének megadasara: Igazsagtabla, szemantikus fa

Interpretacio: Annak régzitését, hogy mely itéletvaltozé igaz és melyik hamis igazsagértékd interpretaciénak
nevezzik.)

Igazsaghalmaz:
1. Egy formula igazhalmaza azon [ interpretacidk halmaza, amelyekre a formula helyettesitési értéke
igaz.
2. Egy formula hamishalmaza azon I interpretaciok halmaza, amelyekre a formula

helyettesitési értéke hamis.

Nem teljes!
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L-K-2. Mi a Prenex formula a Skolem formula, illetve az els6rendi kléz definici6ja?
Hogyan lehet elGallitani egy formulat els6rendii kl6zok konjunkciéjaként? Mi az

alaprezoluci6? Miért érdemes a Herbrand univerzumot hasznalni az alaprezoliciéhoz?

Prenex formula: Legyen Q tetszbleges kvantor, a QX1 Q2% ... @n X, B formula. Q1x1 Qx5 ... Qpxy, a

prefixum, B, kvantormentes formula a formula magja, torzse.

Skolem formula: Skolem formula a Vx;Vx, ... Vx, A formula, ahol a prefixumban csak univerzalis
kvantorok szerepelnek. Ez eldontheté formulaosztaly elsérendben.

Els6rendd kloz: Olyan zart Skolem formula, aminek a magja az els6rendd nyelv literdljainak (azaz atomi

formulainak vagy annak negaltjainak) diszjunkcioja. Példaul: VxVy (P (x)v —|Q(x, f (y)))

Alaprezolucio: A feladat tetszSleges elsérendd formula atirasa elsérendd klézok konjunkciés formuldjava.
Az eldéntésprobléma elsérendd klozhalmaz kielégithetetlenségének eldontése.

Azért érdemes Herbrand univerzumot hasznalni, mert egy elsérendt klézhalmaz akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha a Herbrand-univerzuma feletti egyetlen Herbrand-interpretacié sem elégiti ki.

SZ1. Hogyan lehet egy eldontési problémat formalis nyelvként megadni? Adja meg a

| konjunktiv normalformaban adott itéletkalkulusbeli formulak kielégithetGségének
problémajat

Egy P kiszamitasi probléma reprezentalhaté egy fp : A — B fiiggvénnyel. Egy specialis kiszamitési
probléma az eldéntés probléma, ahol az fp értékkészlete egy két elem( halmaz: {igen, nem},{1,0}. A
megoldhaté eldéntési problémakat eldénthets problémaknak nevezzik

SAT = {{¢)| @ kielégithets zérusrendd KNF}

SZ2. Mikor mondjuk azt, hogy M Turing-gép felismeri az L nyelvet? Mikor mondjuk,

 hogy M eldénti L-t (+ L(M))

Egy L € X" nyelv Turing-felismerhets, ha L = L(M) valamely M Turing-gépre. Tovabba egy L € X* nyelv
eldénthetd, ha 1étezik olyan M Turing-gép, ami felismeri L-et és minden bemeneten megallasi konfiguraciéba
jut.

Az M Turing-gép éltal felismert nyelv azoknak az u € X*szavaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy
qou UF" xq;y valamely x,y € I'*, y # & szavakra. Jelolése: L(M)
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SZ3. Definialja az L, nyelvet! Mit tanultunk a bonyolultsagarél? }—

L, = {{M,w)| w € L(M)} univerzalis nyelv. Az univerzalis nyelv Turing-felismerhetd, de nem eldénthetd.

SZ4. Adja meg a visszavezetés definiciojat! Mit mondhatunk el egy L nyelv

eldénthet8ségérdl, ha tudjuk, hogy visszavezethetd ta az L,,

Legyen Ly € X* és L, © A" két nyelv (azaz eldontési probléma). Azt mondjuk, hogy Ly visszavezethetS Lo -
te (jele: Ly < Ly ), ha van olyan f: X% — A” kiszamithato fliggvény, hogy minden w € X* széra, w € Ly
akkor és csak akkor, ha f(w) € L.

Azt mondhatjuk, hogy rekurzivan felsorolhat6 (Turing-felismerhetd).

SZ5. Definialjon egy tetszGleges nyelvet, amit nem lehet felismerni Turing-géppel! Vajon
a megadott nyelv komplementere eldonthet5? Miért?

Azt a nyelvet, mely azon {0,1}-feletti Turing-gépek binaris kddjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el
o6nmaguk kédjat mint bemend szét diagonalis nyelvnek nevezziik és Lyy4-val jeldljuk.

Lyis = UMYM) & L(M)} = {w;|i=1,w; € L(M)) }

A megadott nyelv komplementere nem eldénthetd, mert az eldonthet6ség zart a komplementerképzésre
nézve és Lytq nem eldonthetd.

SZ6. Definialja az NP-teljességet! Mit mondhatnank el a P és az NP osztalyok
viszonyaroél, ha kideriilne, hogy a SAT probléma P-ben van.

Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezethetd L-re.

Ha kideriilne, hogy a SAT probléma P-ben van, akkor: P = NP.

SZ7. Vazolja a P és az NP osztalyok valamint az NP-teljes problémak osztalyanak
— lehetséges viszonyait! Adjon példat agynevezett NP-kéztes problémara!

P € NP. (Sejtés P € NP)
Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli és
2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezetheté L-re.

Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Egy példa NP-kéztes probléméra a GRAF IZOMORFIZMUS.
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SZ8. Definialja a coNP osztalyt és adjon meg egy coNP-teljes problémat! }—

coNP := {L| L € NP}. coNP-teljes problémak példaul az UNSAT, TAUT

SZ9. Definialja a PSPACE és NPSPACE osztalyokat! Milyen tartalmazasi viszony all fenn

a két osztalv kozott?

Legyen f: N — R, tetszbleges fugevény. Ekkor
SPACE(f(n)) = {L | L eldénthets O(f(n)) tirkotlitos determinisztikus Off-line Turing-géppel }
NSPACE(f(n)) = {L | L eldénthets O(f (n)) tirkotlitos nemdeterminisztikus Off-line Turing-géppel }

PSPACE = Uy SPACE(n*) és NPSPACE = Uyso NSPACE (n*)

Savitch tételének kévetkezménye miatt tudjuk, hogy PSPACE = NPSPACE.

§710. Definialjon egy tanult PSPACE-teljes problémat! }—

QBF: Adott egy @ prenex alaku zart Boole formula. Igaz-e ¢?
(Lehetne a FOLDRAJZI JATEKOT is frni.)
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SZ-K-1. Definialja az Ly, problémat és mutassa meg, hogy ez a probléma Turing-

felismerhetd. de nem eldonthetd.

Legyen Ly = {{M,w)| M megall a w bemeneten}, azaz Ly, azon (M, w) Turing-gép és bemenet
parosokat tartalmazza megfeleléen kédolva, melyekre teljestil, hogy az M gép megall a w bemeneten.
Nevezzik ezt a nyelvet megallasi problémanak.

Megjegyzés: L, € Ly,
Tétel: L, € RE
Bizonyitas

Kotabbi tételek alapjan elég megmutatni, hogy Ly < Ly,.
Tetsz6leges M Turing-gépre, legyen M’ az alabbi Turing-gép: M’ tetszbleges u bemeneten a kévetkezt teszi:

e Tuttatja M-et u-n
e HaM g;-be vagy qp-be lép, akkor M'q;-be lép

Belathato, hogy az f: (M) — (M') leképezés egy kiszamithaté fiiggvény, tovibba az is, hogy tetszSleges
(M, w) Turing-gép és bemenet parosra:

(M,w) € L, © Az M megill w-n & Az M’ elfogadja w-t & (M',w) € L,,

Tehat az M’ konstrukcidja az Ly, visszavezetése Ly -ra. Kévetkezik, hogy L, € RE

Tétel: L, € R
Bizonyitas

Kotabbi tételek alapjan elég megmutatni, hogy L, < Lp,.
Tetsz6leges M Turing-gépre, legyen M az alabbi Turing-gép: M’ tetszSleges U bemeneten a kovetkezbt teszi:

e Futtatja M-et u-n
e Ha M g;-be 1ép, akkor M' is g;-be 1ép
e HaM gy,-be 1ép, akkor M' egy végtelen ciklusba lép

Belathato, hogy az f: (M) — (M') leképezés egy kiszamithat6 fiiggvény, tovabbé az is, hogy tetszSleges
(M, w) Turing-gép és bemenet parosra:

(M,w) € L, © M elfogadja w-t & Az M' megill w-n & (M',w) € Ly,

Tehat az M konstrukcibja az Ly, visszavezetése Ly -ra. Kovetkezik, hogy Ly, & R
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—{ SZ-K-2. Definialja a Fuggetlen csuicshalmaz és Klikk problémakat + NP teljesség biz. }—

Legyen G egy iranyitatlan graf.
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k)| k = 1, G-nek van k elem( fiiggetlen csicshalmaza }

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza, melyekre igaz, hogy G-ben van k
olyan csucs, melyek kozil egyik sincs dsszekdtve a masikkal.

Tétel: A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes.
Bizonyitas (Jegyzet 74. oldal, dia: 4. EA/20)

Legyen G egy iranyitatlan graf.
TELJES RESZGRAF (KLIKK) = {{G, k)| k = 1, G-nek létezik k cstcsu teljes részgréfia }

Tehat a TELJES RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza egy megfelel6 abécé feletti szavakkal kbdolva,
melyekre igaz, hogy G-ben van k cstcsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két csucs
k6zott van €l

Tétel: A TELJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitas (Jegyzet 73. oldal, dia: 4. EA/22)

Csoportokban felmeriil6 kérdések

Kérdés: Tegyiik fel, hogy M egy det. Turing gép, ami eldonti az L nyelvet. u egy tetszéleges szo.
Milyen szdmitdsai lehetnek az u-n, ha u eleme L és akkor, ha u nem eleme L ?

Valasz: Mindkét esetben véges a szamitds, és értelemszer(ien elfogadd vagy elutasitd allapotban all
meg a gép. Tehdt ha u benne van L-ben akkor elfogadd, ha nem, akkor elutasité allapotban all meg.

Kérdés: Polinom idej(i visszavezetés: Ha L1<= L2 <= L2 akkor L1<= L3 is teljesul. Miért?

Valasz: A polinom idej( visszavezetés masik neve Karp-redukcié. A Karp-redukcidban résztvevé
"felek" pedig relacidban allnak egymassal, amely relacié egyik tulajdonsaga, hogy tranzitiv.

Kérdés: Vajon minden NP teljes probléma visszavezethet6 a 3SAT problémara polinom id6ben?
Miért?

Valasz: Igen, mert 3SAT is NP-teljes.

Kérdés: Miért nem trividlis tulajdonsaga egy rekurzivan felsorolhatd nyelvnek, hogy véges-e vagy
sem?

Valasz: Azért nem trividlis tulajdonsdga, mert annak a felismerése, hogy egy rekurzivan felsorolhaté
nyelv mikor Ures, véges, rekurziv algoritmikusan megoldhatatlan problémat jelent.
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Forrasok

Tejfel Maté — Logika dia
Gazdag Zsolt — Szamitaselmélet dia
Gazdag Zsolt — Bevezetés a szamitaselméletbe jegyzet (2015) (Aki teheti olvassa el legalabb

egyszer!)

Javitasi javaslatok — ,,)T6bb szem tobbet lat”

Lestar Norbert (Logika 50, 78), Balint Adam (Szam.elm 26.), Rézsa Dévid (Szam.elm 90.)
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