7. Gyakorlat 

2014. ápr. 1. 
Elmélet: 
· A spline definíciója

· A lineáris spline

· A másodfokú- vagy kvadratikus spline (peremfeltétel valamelyik végpontra)
Spline-ok
Legyen 
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 az intervallum egy felosztása,
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Definíció: Az 
[image: image5.wmf]R

I

b

a

S

  

   

]

,

[

:

®

 függvényt  
[image: image6.wmf]l

– edfokú spline-nak nevezzük, ha 

1. 
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 Interpolációs spline-nak nevezzük, ha egy 
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Megjegyzés:


1. Csak interpolációs spline-nal fogunk foglalkozni, ezért a továbbiakban spline név alatt mindig ezt értjük. A számunkra fontos spline-ok: 
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2. A spline meghatározásakor 
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 db 
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– edfokú  polinomot kell felírnunk, azaz az ismeretlenek száma: 
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. Az 1), 3)  feltételekből a feltételek száma: 
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, ugyanis 
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 db simasági feltétel az 
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 belső pontban, azaz 
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 db interpolációs feltétel (
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 db intervallum két végpontja). Összesen 
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. Innen látszik, hogy 
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db feltétel hiányzik a spline egyértelműségéhez. Ezeket a feltételeket általában a végpontokra adják meg.

Lineáris spline (
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1), 2) és 3) egyértelműen meghatározza.
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 intervallumon 
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Ebből az két ismeretlenes egyenletrendszerből 
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 és 
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 meghatározható.

Úgy is meghatározhatjuk a 
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 polinomot, hogy az 
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 intervallum végpontjaira felírjuk a lineáris interpolációs polinom Lagrange- illetve Newton alakját. 

Az interpoláció miatt 
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, tehát 3) 
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 1) teljesülése.
Másodfokú- vagy kvadratikus spline (
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 feltétel hiányzik a spline egyértelmű felírásához. Ezt általában az intervallum elején vagy végén  a derivált megadásával szokás teljesíteni. Ebben az esetben az egymás melletti intervallumokra Hermite interpolációt alkalmazva meghatározható a spline.
1. Példa.
Mit csinál a következő néhány Matlab sor? Egyszer már találkoztunk vele.
x=[0:10]

y=sin(x)
plot(x,y,'x')

xx=linspace(0,10,50);

yy=interp1(x,y,xx);

plot(x,y,'x',xx,yy,'.')

Az osztópontok x-ben csak egyenletes felosztású pontok lehetnek, xx:ahol a függvény-értékeket szeretnénk kiszámolni. yy=interp1(x,y,xx) 

Ha nem egyenletesek, akkor yy=interp1q(x,y,xx)
Az interp1q nem egyenletes pontok esetén gyorsabb, mint az interp1.
Az x paraméternek mindkét függvény esetén monoton növőnek kell lennie. 
2. Példa.
Legyen 
[image: image37.wmf](
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. Interpoláljuk a függvényt a -1; 0; 1 pontokon kvadratikus spline-nal, melyre 
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Megoldás.  Az alappontok: 
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A kvadratikus spline-t a következő alakban keressük.
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Az interpolációs feltételeket felírva egyben a spline folytonosságát is teljesítjük.
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A derivált folytonosságát is teljesítenie kell a spline-nak. 
[image: image43.wmf](
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Látjuk, hogy eddig a 6 ismeretlenhez csak 5 egyenletünk van, a feladatban megadott 
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 peremfeltétellel kapjuk a 6. egyenletet.
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Oldjuk meg a lineáris egyenletrendszert. 6)-ból fejezzük ki 
[image: image47.wmf]1
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-et és helyettesítsük be 1)-be.
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Innen 
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Tehát a keresett másodfokú spline 
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3. Példa.
Készítsünk másodfokú splinet, amely interpolál az x(i), y(i) pontokban (i=1,...,n). A hiányzó peremfeltétel legyen az x(1) pontbeli derivált értéke, amely szintén adott (m). Adjuk meg az n-1 db másodfokú polinomot és rajzoljuk fel a splinet! 

  function P = spl2(x,y,m)

  n=length(x);

  mseged=m;

  if length(y)~=n, 

disp('A függvényértékek száma eltér.'); 

return;

  end; 

  P=zeros(n-1,3);

  for i=1:n-1,   h=x(i+1)-x(i);

                 P(i,3)=y(i);

                 P(i,2)=mseged;

                 P(i,1)=(y(i+1)-y(i)-mseged*h)/h^2;

                 mseged=P(i,2)+2*h*P(i,1);

  end;

  xx=x(1);

  yy=y(1);

  for i=1:n-1,   xs=linspace(x(i),x(i+1),20);

                 xx=[xx xs];

                 p=P(i,:); 

                 ss=xs-x(i)*ones(size(xs));

                 ys=polyval(p,ss); 

                 yy=[yy ys];

  end;

  plot(x,y,'o',xx,yy,'b');

a) Próbáljuk ki a 
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 függvényre és m=0-ra. Próbálkozzunk más kiindulási derivált értékkel is.

x=[-1,0,1]; y=sin(pi/2*x);

xxx=linspace(-1,1,50); 

yyy=sin(pi/2*xxx);

plot(xxx,yyy,'r'); 
hold on;   

spl2(x,y,0); 
hold off % mielőtt másik feladatot kezdünk. 

b) Próbáljuk ki a sin(pi/2*x) függvényre x(i)=i-re, m=pi/2-re. 

Teszteljük, milyen m-re közelít jobban.

x=[0 1 2 3 4]; y=sin(pi/2*x);

xxx=linspace(0,4,50); 

yyy=sin(pi/2*xxx);

plot(xxx,yyy,'r'); 

hold on;   

spl2(x,y,pi/2);

hold off

4. Példa.
Oldjuk meg az előző feladat a) részét úgy, hogy felírjuk a másodfokú spline lineáris egyenletrendszerét. A LER megoldását bízzuk a Matlab-ra. Rajzoljuk ki a függvényt és a spline-t,  külön ábrára a hibafüggvényt. 
a) Intervallumonkénti bázisban

Rendezzük úgy a kapott egyenleteket, hogy az első két egyenlet a baloldali végpontra vonatkozzon, vagyis a 6)-beli peremfeltétel az 1. egyenlet legyen. Így a lineáris egyenletrendszer:
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Látszik, hogy az első 3x3-as blokkra megoldható a LER. 

A=[-2,1,0,0,0,0;
    1,-1,1,0,0,0;
    0,0,1,0,0,0;
    0,0,0,0,0,1; 

    0,0,0,1,1,1;
    0,1,0,0,-1,0]

b=[0,-1,0,0,1,0]'

c=A\b
p1=c((1:3)')

p2=c((4:6)')

b) Globális spline bázisban

Vezessük be a következő jobboldali hatványfüggvényeket:
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Az 
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függvények spline bázist alkotnak. Teljesítik a folytonosság és derivált folytonosság feltételeit, lineárisan függetlenek (lásd Csörgő István: Fejezetek a lineáris algebra köréből).
Írjuk fel a spline-t ebben a bázisban is. A következő alakban keressük
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Mivel a bázisfüggvények spline-ok, ezért csak az interpolációs és peremfeltételeket kell felírnunk, a folytonossági és derivált folytonossági feltételt nem kell ellenőrizni.
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A peremfeltétel:
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Oldjuk meg a LER-t Matlab-bal. Rajzoljuk fel a feladat bázis elemeit.

A=[1,-1,1,0;1,0,0,0;1,1,1,1;0,1,-2,0]

b=[-1,0,1,0]'

c=A\b

Vagyis a kapott eredmény:   
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Rajzoljuk fel a bázis elemeit:

xx=linspace(-1,1,50);

a0=1;

y0=ones(1,50);

a1=[1,0];

y1=polyval(a1,xx);

a2=[1,0,0];

y2=polyval(a2,xx);

y3=zeros(1,50);

y3(26:50)=(xx(26:50)-0).^2;

subplot(2,2,1);

plot(xx,y0);

subplot(2,2,2);

plot(xx,y1);

subplot(2,2,3);

plot(xx,y2);

subplot(2,2,4);

plot(xx,y3);
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